Teoremi di localizzazione degli autovalori

| Teorema di Gerschgorin. Sia A € R™*™. Gli autovalori
di A stanno nell'unione dei cerchi di Gerschgorin K;, i =
1,....,n, ove

Ki=4cz€C(,|z—a;|l < Z N
j=1,m,ji

K; e un cerchio di centro a;; e raggio ijl n,j#i |aj|.

Poiche gli autovalori di A coincidono con gli autovalori di AT
segue che gli autovalori di A stanno anche in UH;, ove H;, =

{Z, ‘Z — aii| S ijl,n,j;éi |aji|} € dunque d (UKZ) M (UHZ)



Esempio.

o 2 -1
A= 1 4 0
1 0 =2

K1 ha centro 0 e raggio 3 H 1 ha centro 0 e raggio 2
K5 ha centro 4 e raggio 1 H5 ha centro 4 e raggio 2
K3 ha centro -2 eraggiol  Hg ha centro -2 e raggio 1




Il Teorema di Gerschgorin. Se |'unione M; di r cerchi
di Gerschgorin e disgiunta dall’'unione M, dei rimanenti
n — r, allora r autovalori di A appartengono a My en —r

appartengono a M.



Definizione. Sia A una matrice quadrata di ordine n. A si
dice riducibile se esiste una matrice di permutazione P tale
che

A Are
0 Ay

con 0 < k < n. Se non esiste P siffatto, A e irriducibile.

PAPT = ( ) Ay € RFXk

La permutazione P non € unica. Se la matrice A ¢ associata
a un sistema e se essa € riducibile, si puo sempre ridurre
la soluzione del sistema di ordine n alla risoluzione di due
sistemi di ordine k e n — k:

Ar = b
PAPTPr = Pb

PostoPaz::y:<y1 ) ePb:c:<c1 ),si ha:

Y2 C2

Aniyi + Ay = ¢

A222 C2

Pertanto si risolve il secondo sistema determinando ¥ e poi,
sostituendo nel primo sistema, si ottiene y;. Permutando
opportunamente le componenti si ottiene z = PTy.



Per vedere se una matrice e riducibile si introduce la
seguente definizione.

Grafo orientato associato a una matrice A € R™*"™: e
costituito da m nodi (1,2,...,n) tale che per ogni a;; # 0
esiste un arco orientato che collega il nodo ¢ al nodo j.

1 0 3
A=15 -1 0
0O 0 7

Cammino orientato tra i nodi ¢ e j: successione di archi
orientati (i1,12), (i2,13), ..., (I, tkr1) CON 47 =1 € Ip11 = ]
consecutivi. La lunghezza del cammino ¢ k.

Grafo orientato strettamente connesso: per ogni ¢, con
1 # 7 esiste un cammino orientato che connette 7 e j.

Caratterizzazione delle matrici irriducibili
A e irriducibile < il grafo associato e strettamente connesso.

ESEMPIO. La seguente matrice & irriducibile:

"N

|
N O =
SN o
O =

La seguente matrice & riducibile (il nodo 2 non & connesso



al nodo 1 da nessun cammino):

A =

o O -
_ DN W
N — Ot

Matrici tridiagonali: irriducibili < 3; # 0, ,i = 1,n —
]-7 ’7@#07 222772

ar B
Yo a9
e o 671—1

Tn U

IIl Teorema di Gerschgorin. Se A & una matrice quadrata
di ordine n irriducibile e se esiste un autovalore di A
che appartiene alla frontiera dell'unione dei cerchi di
Gerschgorin, allora I'autovalore appartiene alla frontiera di

ogni cerchio.



Conseguenze

e Se |la matrice A e strettamente diagonale dominante per
righe o per colonne oppure irriducibilmente diagonale
dominante (ossia irriducibile e diagonale dominante
con almeno una riga o una colonna per cui vale la
diseguaglianza in senso stretto), allora A & non singolare.

(Se A e strettamente diagonale dominante per righe, qualsiasi
cerchio K; non contiene |'origine; pertanto gli autovalori di A sono
diversi da 0 e A € non singolare. Se A & irriducibilmente diagonale
dominante, 0 puo appartenere alla frontiera dellUK;. Ma in tal
caso, poiche A e irriducibile, se 0 e autovalore, 0 deve appartenere
alla frontiera di ogni K; e c’& almeno un cerchio che non lo contiene).

e Se inoltre a;; > 0, Re(\;(A4)) > 0.

e Inoltre, se & A simmetrica, allora A € simmetrica definita
positiva.

(Infatti gli autovalori di A hanno parte reale positiva e sono reali.
Una matrice con autovalori reali positivi € simmetrica definita
positiva).

Di particolare importanza e |la successione delle potenze di
una matrice quadrata.

Definizione. Una matrice A € R"*" si dice convergente
se limg_,.. A¥ = 0, ove con 0 si intende la matrice nulla.

Equivalentemente A & convergente se limj_,o ||A*|| =0 o



; 1/8 0
A% = ( 3/16 1/8

o

1/2k
k/zk—H

)

, [ 1/4 0
AT = ( 1/4 1/4 )
. [ 1/16 0
A —( /8 1/16
0 L
1/2k ) i AT =0

)



Teorema (Hirsh). Sia A € R™*™. Per ogni norma naturale
p(A) < [|A4]

ove p(A) = max;=1,|\i(A)| & il raggio spettrale della
matrice A. Inoltre per ogni € > 0 esiste una norma naturale
per cul

A< p(A) + €

Teorema. Sia A € R"*™. A & convergente < p(A) < 1.
Dimostrazione. Se A & convergente, limy_..o A® = 0. Allora per ogni
e > 0 esiste v tale che per ogni k > v, ||A"|| < e. Poiche p(A*) <
e, p(AF) = max;|\i(A")| = max;|\;(A)F] = maxi|)\(A)|k =
p(A)%, segue che p(A)* < e. Da limp_o p(A)* = 0, segue
p(A) < 1.

Viceversa, dato u tale che p(A) + p < 1, si ha che esiste una norma
naturale per cui ||Al| < p(A) + p < 1.

[AF < AIF < (p(A) + w)”

Poiche limy_oo(p(A) + 1)* = 0, segue limy_o ||[A*|| = 0e A &
convergente.

Sono equivalenti le seguenti proposizioni:

A e convergente;

| A%|| — 0 per k — oo;

p(A) <1,

A*z — 0 per k — oo per ogni € R"

I — A & non singolare e la serie di Neumann >°° A" = (I — A)™*
e convergente.

Al



Az =1b AeR"™™ beR™ det(A) #0

A partire da una qualunque approssimazione iniziale z° alla
soluzione, si costruisce una successione di approssimazioni
{:r;k} via via migliori, che per k tendente all'infinito
convergono alla soluzione esatta z* = A~ 1b.

Poiche ci si arresta a un passo k, occorre valutare |'errore

di troncamento e* = ¢ — x*.

A differenza dei metodi diretti, consentono di mantenere
la struttura di una matrice e quindi di usare tecniche di
memorizzazione compatta per matrici sparse (si vedano

le librerie ITPACK ed ELLPACK). Si applicano quando la
matrice A e sparsa e di grandi dimensioni.

La complessita di una iterazione e pari al costo del prodotto
matrice vettore (& bassa per matrici sparse). La velocita
di convergenza e solo lineare, per cui spesso necessitano
di tecniche di accelerazione per minimizzare le iterazioni
necessarie ad ottenere |'approssimazione entro la tolleranza
richiesta.

Matrici con struttura sparsa si incontrano nella risoluzione
di equazioni differenziali con condizioni ai limiti risolti con
la tecnica delle differenze finite o degli elementi finiti.



Az =1b AeR"™™ beR™ det(A) #0

Sia M € R™*™ non singolare. |l sistema e equivalente a
Mx = Mx+ (b— Ax)

r=I—-M"'A)z+ M
r=Gx+c
ove G=1—M"14Aec= M"1b.

La seconda formulazione permette di innescare un
procedimento iterativo:

"t = GaF 4 e
con z¥ qualunque, o equivalentemente
Pt = 2% 4+ M b — Ax®) = 2 + My,

(G si dice matrice di iterazione; 7 e il residuo. Si tratta
di un metodo lineare ("' dipende linearmente da z*)
stazionario (G e ¢ sono costanti) del | ordine (z**! dipende
solo da z*.



Definizione. Un metodo iterativo & convergente se per ogni
2% € R™ iniziale la successione {z*} generata da

Pl = Gk e

converge per k — o0.

Se A e M sono non singolari e se {z*} converge a 7 a
partire da ogni z' iniziale, allora Z & I'unica soluzione del
sistema Ax = b, ossia il metodo iterativo & consistente.



Per studiare la convergenza si introduce |'errore di
troncamento al passo k:

Si nota che 1, = b — Ax* = A(z* — 2F) = — AeF.

Condizione necessaria e sufficiente perche {z*} — x* per
k — oo per ogni ¥ & che {e*} — 0 per k — oo per ogni

e o anche {r;} — 0 per & — oo per ogni r.

eF = aF—2* = G2 e—Gat—c = G(a" 1 —x*) = GeF !

b = GeF1 = G272 = . = GFeO
Teorema. Condizione necessaria e sufficiente affinché un
metodo iterativo sia convergente & che p(G) < 1.

Dimostrazione. |l metodo converge se e solo se limy_., eh =0 <
limy oo G¥e® = 0 per ogni €, < G & convergente < p(G) < 1.

lim T = 0 \V/’I“()
k— oo

& lim (—Ae®) =0 Ve’

k— o0

< lim e" =0 Ve

k— o0

Condizione sufficiente per la convergenza di un metodo
iterativo & che ||G]| < 1.

Condizioni necessarie per la convergenza di un metodo
iterativo sono |det(G)| < 1 e |traccia(G)| < n.



Da e = G*e?, segue che
¥ |
[e?]]

< IG*|

|G*|| misura la diminuzione iniziale dell’errore dopo k passi.

La riduzione media per passo dopo k passi &

k k—1 1\ L/k
(He | lle® ] e H) < ||GR|E

leR =1 ek =20l

Se k & sufficientemente grande per cui ||G*|| < 1, allora si
dice velocita di convergenza in k passi la quantita

R(G") = —log, || G*||"/*

k
Poiche (L) 1/% < | GH|[V/F = elose IGHIMY = ~RIGH)

segue che il reciproco della velocita di convergenza in k
passi € il numero di passi che occorre fare per ridurre

'errore iniziale di 1/e; infatti, posto k = 1/R(G*),

le*]]

[l

1
<=
e



Tuttavia e impossibile confrontare due metodi sulla base
della velocita di convergenza in k passi poiché puo succedere
che

IGR)] < ||GE| per k = ky prefissato

e, pol,
1GEI| < |G¥| per k = ko prefissato, con ky << ks
ove (G; e (o sono matrici di iterazione di due metodi

iterativi.
Esempio. Siano

0.5 0 0.5 0.25
Gl_(o 0.6> G2_(O 0.5)
Si ha
v [ 05 0 [ 0.5% Kk0.5%T1
C1 = ( 0 0.6" 2= o 0.5%
Utilizzando [a norma oo risulta

|Gilloc = 0.6°  [|G5]l0 = (2 + k)05,

Per £ < 9,
IG5].

IG¥|| < ||G5]l, mentre per k > 10, ||G%|| >

Il confronto tra due metodi pud essere fatto solo
asintoticamente.



Si dimostra che

eI
lim = lim |[G7|[*" = p(G)

k—oo \ [|€?]
Si dice velocita asintotica di convergenza la quantita:

7zoo(GY) — —l09€p(G)

%(G) e una stima del numero di passi che occorre fare per
O

ridurre |'errore iniziale di 1/e.

1 1 1
p(G)* ~ S

log, p(G)  Ruo(G)



et — gk = GaF 4 c— 2 = GaF + (aF — Gx¥) — 2F

= (G —I)(z" — 2%
segue che, poiche p(G) < 1 e G — I & non singolare,

% — 2% < (1 = G) M|l = 2"

Ci si arresta se ||2*T1 — 2%|| < e. Cid non garantisce che

|z* — 2*|| sia piccolo, poiche dipende da ||(I — G)~1]].

&t —a*]) lreall oo e
Da Il < k(A) By Gl si puo arrestare se
HT{ng”l” < €. Se la matrice A non ha k(A) troppo
grande, x*T1 & accettabile come soluzione.

In compenso | metodi non necessitano di analisi di errore
di arrotondamento poiche ogni z* pud essere considerato
come iterato iniziale e gli errori influiscono solo sull’ultima
iterazione.



Metodi particolari

A=M—N
M = Ng” +b
"= MTIINS M o= - M A+ M
" = gt +c

ove M & una matrice non singolare facile da risolvere, G = M !N =
(I — M 'A), ¢c= M""'b.

Una particolare decomposizione

A=D—-L-U

—U
= D
—L
D = diag(ai)
—a;; 7 <1
L = J
{ 0 altrove

U — —ai; J >0
0 altrove



Metodo di lacobi (o metodo degli
spostamenti simultanei)

A=M-N=D—(L+U)
M=D N=L+U
T =D L+ U+ D7
La matrice di iterazione, detta matrice di lacobi ¢ data da J =

DY L+U)=1-D"A.

Se a;; # 0, ¢+ = 1, n, allora

k
(_ 2 j=1,msjti Qi+ bi)

il —
’ A4
1/0,11
1/ann
0 — a9 —A1n
—as O cee —A9on, o
0 o
—Qan1 —QApn—1 0
0 —a12/a11 —aln/an
_ —a91/a 0 — a2,/ a2
0

_anl/ann _ann—l/ann 0



Esempio.

10xy — 29+ 23 = 6
—x1+ 11lxg — x5+ 324 = 25
201 —xo + 103 — x4 = —11
3rxy —x3+8x4 = 15

La soluzione esatta vale * = (1,2, —1,1)%.

1 1 3
Ty = 1—0902 — 5333 + =
1 1 3 25
Ty = HCIH + H333 — ECUAL + 11
1 1 1 11
T3 = —giUl + ECE2 + 1—OZE4 ~ 10
3 1 15
Ta = TgT2 + g 73 + ry
0 1/10 —1/5 0 3/5
1/11 0 /11 —=-3/11 25/11
J = —
~1/5 1/10 0 1/10 | —11/10
0 —-3/8 1/8 0 15/8
k 0 1 2 3 10
x1 0 0.6000 1.0473 0.9326 1.0001
ro 0  2.2727 1.7159 2.0533 1.9998
x3 0 -1.1000 -0.8052 -1.0493 -0.9998
xy 0 18750 0.8852  1.1309 0.9998

Il costo computazionale e pari a un prodotto matrice vettore per ogni
iterazione.



Metodo di Gauss Seidel (o metodo degli
spostamenti successivi)

A=M-N=(D—-L)-U
M=D-L N=U
(D — L)z"' =Uz" +b

= (D -L)'U + (D -L) "

La matrice di iterazione, detta matrice di Gauss Seidel & data da
G=(D-L)'U=I—-(D—-L)"A,

Se a;; #0, 1 = 1, n, allora

k—l—l k+1 k
E Q5L + a;;x i = b; — E a'z'jxj

j=1,21—1 J=1+1,n

L k+1 k
k1l b; Zg 1,i—1 QgL ZJ i+1,n AijL;
T =

077}
Esempio.
105[31 — I9 -+ 2333 = 6
—x1+ 1lxg — 23+ 324 = 25
201 — 9+ 103 — x4y = —11

3rxryg —x3+8xrs, = 15



Ly = ix§—1_1x§1+§
10 5} 5
1y | 3 k-1, 29
TR T BT T
1, 1 , 1 ,., 11
T TEM T T 0™ T 1o
3, 1, 15
x, = —§x2—|—§w3—|—§

xz1 0 0.6000 1.030 1.0065 1.0009 1.0001
xo 0 23272 2.037 2.0036 2.0003 2.0000
0 -09873 -1.014 -1.0025 -1.0003 -1.0000
0 08789 09844 0.9983 0.99999 1.0000

L3
L4

Il costo computazionale & pari a un prodotto matrice vettore per ogni
iterazione.



Teorema. Se A & una matrice quadrata di ordine n strettamente
diagonale dominante per righe o per colonne o irriducibilmente diagonale
dominante per righe o per colonne, allora

e il metodo di lacobi converge;
e il metodo di Gauss Seidel converge e ||G||0 < || ]|

(Dimostrazione (convergenza del metodo di lacobi). Se A e
strettamente diagonale dominante per righe, allora |a;;| > >, [ai;|.
Poiche a;; # 0, 1 = 1, n, segue che

[T ]loo = max; » _ laij|/|aul <1

JF#i
Allora p(J) < ||J]|oc < 1 e il metodo & convergente.

Se A & irriducibilmente diagonale dominante per righe ||J||oc < 1.
Se fosse p(J) = 1, esisterebbe un autovalore A tale che |[A| = 1 e
dunque tale autovalore appartiene alla frontiera dell'unione dei cerchi di
Gerschgorin (che sono di centro 0 e raggio minore od uguale a 1). Ma se
A e irriducibile, lo € anche J. Poiche ogni cerchio di Gerschgorin deve
passare per tale autovalore (Il teorema di Gerschgorin) e per almeno un
indice > ., |ai;|/|ai| < 1, allora non pud essere p(J) = 1, bensi
p(J) < 1)

I fatto che ||G||co < ||J||co non assicura che il metodo di Gauss Seidel
converga piu velocemente del metodo di lacobi.

Teorema di Stein Rosemberg. Se J > 0, allora si puo verificare uno
solo dei seguenti casi:



e 0 <p(9) <p(J) <1
0= p(G) = p(J)
1= p(G) =p(J)
e 1 <p(J) <p(9)

| metodi di Gauss Seidel e di lacobi convergono entrambe o divergono
entrambe. Nel caso in cui convergono entrambe, il metodo di Gauss
Seidel e asintoticamente non meno veloce del metodo di lacobi.

Teorema. Sia A quadrata di ordine m simmetrica con a;; > O.
Allora A e definita positiva se e solo se il metodo di Gauss Seidel &
convergente.

Teorema. Sia A quadrata di ordine n simmetrica e sia 2D — A
definita positiva. Allora A & definita positiva se e solo se il metodo di
lacobi & convergente.



A= M(w)— N(w)
ove M (w) & non singolare.

" = Gw)z" + c(w)
Gw) = M) 'Nw)=I—-Mw) A
c(w) = M(w) 'b

e Occorre determinare i valori di w per cui M (w) & non singolare e
p(G(w)) < 1; sia Q2 l'insieme di tali valori;
e occorre poi determinare entro €2 il valore w™ per cui si ha che

p(G(w")) = minyeap(G(w)) = minycomaxi=1,n|A(G(w))].

Un modo per introdurre tale parametro e quello di usare la tecnica di
rilassamento o di estrapolazione entro un metodo noto:

k

acZ.Jr1 = (1 — w)xf + w2

i
k+1/2 k . )
ove T, e ottenuto da x; applicando un passo del metodo che si

vuole estrapolare o rilassare.

e w — 1 fornisce il metodo di partenza;
e con w > 1 si parla di sovrarilassamento;
e con w < 1 si parla di sottorilassamento;

In pratica invece di usare

Sl usa



Metodo estrapolato di lacobi

s (1— w)xk 4 w2
= (1-wz"+wD (L+U)"+ D)
= (1-w)z"+ws" —wD A"+ wD™'b
T = (T —wD A" +wD b
Jw)=1-wD"'A M(w) =D/w, N(w) = (D —wA)/w.

Metodo estrapolato di Gauss Seidel (SOR)

:cfﬂ = (1— w)a:f + w(b; — Z aijw;?“ Z @i /a”

J<1 J>1
k+
amac LW E ;T = a;; (1 — w):z: — w E awaz + wb;
1<t 7>

In notazione matriciale
(D —wL)z" ™ = (1 = w)D + wU)z" + wb
"™ = (D — wL) (1 — w)D + wU)z" + (D — wL) 'wb

M(w):D—wwL N(w):(l—w)D—l—wU

w

G(w) = (D —wL) (1 —w)D + wl)



Teorema (Kahan). p(G(w)) > |w — 1.

Dimostrazione.

det(G(w)) = det((D —wL) " ((1 —w)D + wU)
p— (H a@-i)_l H(l — (.U)CLZ@ ==
= (1 -w)"
[det(G(w))| = [(1—w)"| < p(G(w))"

Perche ci sia convergenza deve essere necessariamente 0 < w < 2.

Teorema (Ostroski-Reich). Sia A simmetrica con a;; > 0 e sia
0 < w < 2. Allora A & definita positiva se e solo se il metodo SOR
converge.



Il problema di trovare il valore di w, w™, per cui
kS .
p(G(w")) = mingcw<2 p(G(w))
si risolve solo per particolari classi di matrici.

Se A é tridiagonale con elementi diagonali non nulli, valgono le seguenti
asserzioni:

e La matrice di lacobi ha autovalori reali simmetricamente disposti
attorno all'origine;

® se [ € autovalore di J e

A+ w—1)" =’ Au’

A & autovalore di G(w);

® se A\ & un autovalore non nullo di G(w) e
A+ w—1)" =’ Ap’

(i € un autovalore di J.

In particolare per w = 1, p(J)* = p(G) e dunque Ro(G) =
2R~ (J) se convergono entrambi.

| metodi di lacobi e SOR convergono e divergono entrambi. Se
p(J) < 1, allora il valore di w ottimale &
. 2
w =
1+ +/1— p(J)?
1 - T=p(0? .

PG = s =W




p(G(w)) = 1 — w4+ 3w’p(J)*+

—I—wp(J)\/l —w+wp(J)? 0<w<w

12 . : :

p(G(w)




Esempio.

4 3 0
A= 3 4 -1
o —1 4

La matrice € irriducibilmente diagonale dominante e p(J) < 1.

0 —3/4 0
J=| -3/4 0 1/4
0 1/4 0

det(J —pl) = —pu(pu*—0.625). u = 0, u = £+/0.625. Pertanto
p(J) = 0.79057.

Gli autovalori di G(w) sono tali che:

2 2

()\+w—1)2:)\w,u

p(G) = 0.625. SOR converge e w™ = = 12_0_625 ~ 1.24. Inoltre
p(G(w*)) = 0.24.
Velocita di convergenza Iterazioni necessarie a ridurre
I'errore iniziale di 1 /e
R(J) = 0.235 4.26 ¥4 — 5
R(G) = 0.47 213 ~2—-3

Roo(G(w*)) = 1.4271 0.7 ~ 1



A11 A12 Alq

Apn Ap ... Ay
D = diag(Ay)
Lo —Ay g<i
0 altrove
U - —Aij g>1
0 altrove

Si definiscono metodi di lacobi a blocchi, di Gauss Seidel a blocchi e
SOR a blocchi:

Js=D (L+U) Gg=(D—-L)'U
G(w)g = (D — wL) (1 = w)D + wU)
| metodi di lacobi e Gauss Seidel a blocchi convergono per M-matrici.

Se A & simmetrica definita positiva e 0 < w < 2, il metodo SOR a
blocchi converge.

Se A e simmetrica e 2D — A e simmetrica definita positiva, allora A ¢
definita positiva se e solo se il metodo di lacobi a blocchi & convergente.

La teoria delle matrici tridiagonali si estende alle matrici tridiagonali a
blocchi.



Teorema. Se A & una matrice con a;; < 0, 7 # j e A1 > 0 con
blocchi diagonali non singolari vale che:

e 0< p(Jp) <p(J) <1
e 0<p(gp) <pG) <1
e 0 < p(Gnp) < p(Jp) <1

Questo accade per matrici irriducibilmente diagonali dominanti con
ai; <0, t# 7, a; > 0.



