ESERCIZI SUI NUMERI FINITI

1. La rappresentazione floating point del numero reale 3.141592 in formato IEEE, doppia precisione, si ottiene nel seguente modo:
· si converte il numero in base 2:             (3.141592)10 = (11.001001000011111101011111100010010110000000001111010…)2
· si  scrive il numero in forma normalizzata secondo lo standard IEEE:

(1.1001001000011111101011111100010010110000000001111010…)2 21
· si rappresenta:

il segno con 0 (il numero è positivo);

l'esponente per traslazione  1+ 01111111111 (bias = 102310) = 10000000000

la mantissa con 52 cifre binarie, escludendo il bit 1 della parte intera:

1001001000011111101011111100010010110000000001111010

Si ottiene:

0100000000001001001000011111101011111100010010110000000001111010


che il esadecimale è   400921fafc8b007a

Si può controllare entro MATLAB, fornendo i comandi:

» format hex

» 3.141592

ans =

   400921fafc8b007a

2. La rappresentazione floating point del numero reale 0.33333 in formato IEEE, doppia precisione, si ottiene nel seguente modo:
· si converte il numero in base 2:             (0.33333)10 = (0.010101010101010100011101011010001100011010010010111110..)2
· si  scrive il numero in forma normalizzata secondo lo standard IEEE:

(1.0101010101010100011101011010001100011010010010111110..)2 2-10 si rappresenta:

il segno con 0 (il numero è positivo);

l'esponente per traslazione  -10+ 01111111111 (bias = 102310) = 01111111101

la mantissa con 52 cifre binarie, escludendo il bit 1 della parte intera:

0101010101010100011101011010001100011010010010111110

Si ottiene:

0011111111010101010101010100011101011010001100011010010010111110


che il esadecimale è  
3fd555475a31a4be

Si può controllare entro MATLAB, fornendo i comandi:

» format hex

» 0.33333

ans =

   3fd555475a31a4be 

La funzione hex2num(stringa), ove stringa ha al più 16 caratteri dati da simboli esadecimali, riporta il numero finito in doppia precisione di cui stringa è la rappresentazione interna di memoria.

3. Algoritmo della precisione di macchina:  questo algoritmo permette di individuare un numero dell'ordine della precisione di macchina, la base di rappresentazione di un calcolatore, il valore esatto della precisione di macchina e se la rappresentazione è per arrotondamento o per troncamento:

% prec.m

%

u=1;

while 1+u~=1

   u=u/2;

end;

u=u*2;

fprintf('Ordine della prec. di macchina=%g \n',u);

b=1;

while b+u~=b

   b=b+1;

end;

fprintf('Base=%g \n',b);

u=1;

while 1+u~=1

   u=u/b;

end;

u1=u;

u=u*b;

if (1+u)-u1>1

   u=u/2;

   fprintf('Arrotondamento \n');

   t=1-log10(2*u)/log10(b);   
else
   fprintf('Troncamento \n');

   t=1-log10(u)/log10(b);   
end;

fprintf('Prec=%24.16e \n',u);

fprintf('Numero di bit per la mantissa=%g \n',t);

%24.16e è il formato per scrivere un numero decimale in formato esponenziale in un campo di 24 caratteri con 16 caratteri per la mantissa.

Controllare che il numero ottenuto coincida con la costante predefinita eps di MATLAB, che contiene il valore della precisione di macchina.

» prec

Ordine della prec. di macchina=2.22045e-016 

Base=2 

Troncamento 

Prec=2.22045e-016 

Numero di bit per la mantissa=53

» eps

ans =

  2.2204e-016

Le costanti predefinite d MATLAB realmax e realmin rappresentano i numeri più grandi e più piccoli rappresentabile in valore assoluto.

4. La funzione di MATLAB vpa(espressione, d) esegue il calcolo dell'espressione specificata con d cifre decimali per la rappresentazione della mantissa dei numeri.

ESEMPIO DI OPERAZIONE DI SOMMA

» vpa(.64932e7+.53726e4, 5)

 ans =

 .64986e7

» vpa(.64932e7+.53726e7, 5)

ans =

.11866e8

» vpa(.75869e2-.75868e2, 5)

 ans =

 .10000e-2

ESEMPIO DI FENOMENO DI CANCELLAZIONE 

» vpa(vpa(.75868531e2,5)-vpa(.75868100e2,5), 5)

 ans =

.1e-2      Cancellazione!!!

» .75868531e2-.75868100e2

ans =

  4.3100e-004   

ESEMPIO DI NON UNICITA' DELL'ELEMENTO NEUTRO RISPETTO ALLA SOMMA

» vpa(.62379e7+.32881e1, 5)

 ans =

 .62379e7         Esistenza di più di un elemento neutro per la somma !!      

ESEMPIO DI NON VALIDITA' DELLA PROPRIETA' ASSOCIATIVA

» vpa(vpa(.1234567e0+.6666325e4,7)-.6666325e4,7)

 ans =

 .1230000   ! Cancellazione

» vpa(.1234567e0+vpa(.6666325e4-.6666325e4,7),7)

 ans =

 .1234567             Non validità della proprietà associativa !!

5. È più conveniente fare la somma di un insieme di numeri  ordinando tali numeri in modo crescente. Se si usa l'ordine decrescente nel l'aggiungere gli elementi dell'insieme a un accumulatore l'errore commesso è più grande.

Supponiamo di dover sommare il numero 1 a nove termini uguali a .1e-6, avendo a disposizione 7 cifre decimali per la mantissa dei numeri e usando aritmetica finita con arrotondamento.

Si sommano i numeri in ordine descrescente e crescente e si confrontano i risultati.

% somma in ordine decrescente

s=vpa(1+.1e-6,7);

for i=3:10

   s=vpa(s+.1e-6,7);

end;

disp('somma (ordine decrescente)=');disp(s);

% somma in ordine crescente

s=vpa(.1e-6,7);

for i=2:9

   s=vpa(s+.1e-6,7);

end;

s=vpa(s+1,7);

disp('somma (ordine crescente)=');disp(s);

» somma

somma (ordine decrescente)=

1.000000

somma (ordine crescente)=

1.000001

6. Calcolo delle relazioni di ricorrenza.  In questo esercizio si calcola la relazione di ricorrenza

en = 1 - n  en-1,          ove    e1= exp(-1);

en  è l'integrale di xn exp(x-1) fatto rispetto  a x nell'intervallo (0,1).  Usando la formula sopraindicata, dopo un certo numero di passi, si trova un valore per l'integrale negativo, il che è assurdo! Ciò è dovuto all'accumulo degli errori di arrotondamento nelle operazioni; l'errore iniziale viene moltiplicato per n ad ogni passo.

Si riscrive la formula ricavando en-1; in tal modo partendo da un valore 0 e usando la formula

en-1= (1-en ) /n

si perviene a valori accurati in pochi passi (l'errore iniziale è diviso per n ad ogni passo).

Nell'esercizio seguente, si calcola la formula nei due modi e si stampa la tavola degli errori commessi, considerando come valori esatti per en i valori ottenuti valutando simbolicamente l'integrale corrispondente. A tale scopo si usa la funzione syms che dichiara simbolica la variabile relativa e la funzione int che esegue simbolicamente l'integrazione di una funzione.

La funzione double esegue i calcoli corrispondenti al risultato simbolico.

Syms, double e int  sono funzione del Toolbox Symbolic di Matlab.

% ricor.m

clear;

% formula in avanti

e(1)=exp(-1);

n=1;

while e(n)>0

   n=n+1;

   e(n)=1-n*e(n-1);

end;

k=length(e);

% formula all'indietro

E(k)=0;

for i=k-1:-1:1

   E(i)=(1-E(i+1))/(i+1);

end;

% calcolo valori esatti

syms x

for j=1:k

   v(j)=double(int(x^j*exp(x-1),x,0,1));

end;

err1=(abs(e-v))./abs(v);

err2=(abs(E-v))./abs(v);

fprintf('   i       err(avanti)     err(indietro) \n');

for i=1:k

   fprintf('  %4.0d   %6.5e    %6.5e   \n',i, err1(i), err2(i));

end;

» ricor

      i       err(avanti)     err(indietro) 

     1   0.00000e+000    0.00000e+000   

     2   0.00000e+000    0.00000e+000   

     3   4.01718e-016    2.67812e-016   

     4   1.78656e-015    1.13690e-015   

     5   1.02987e-014    6.48437e-015   

     6   7.04821e-014    4.44344e-014   

     7   5.57416e-013    3.51071e-013   

     8   4.96500e-012    3.12722e-012   

     9   4.92308e-011    3.10083e-011   

    10   5.37709e-010    3.38679e-010   

    11   6.41373e-009    4.03972e-009   

    12   8.29472e-008    5.22448e-008   

    13   1.15604e-006    7.28138e-007   

    14   1.72721e-005    1.08789e-005   

    15   2.75389e-004    1.73455e-004   

    16   4.66704e-003    2.93956e-003   

    17   8.37722e-002    5.27644e-002   

    18   1.58766e+000    1.00000e+000

7. Valutazione di (x-1)6 mediante la sua espressione, mediante lo schema di Horner e mediante lo sviluppo in prossimità di x=1.

clear;

x=linspace(0.998,1.002,50);

y1=(x-1).^6;

p=[1 -6 15 -20 15 -6 1];

y2=polyval(p,x);

y3=x.^6-6*x.^5+15*x.^4-20*x.^3+15*x.^2-6*x+1;

plot(x,y1,'-*',x,y2,':+',x,y3,'--x');

legend('(x-1)^6','Horner','sviluppo');

fprintf('   x       (x-1)^6      Horner       sviluppo \n');

for i=1:length(x);

   fprintf('  %7.4e  %6.3e    %6.3e     %6.3e  \n', x(i), y1(i),y2(i),y3(i));

end;

» sviluppo

   x       (x-1)^6      Horner       sviluppo 

  9.9800e-001  6.400e-017    -1.332e-015     1.776e-015  

  9.9808e-001  4.984e-017    1.221e-015     0.000e+000  

  9.9816e-001  3.840e-017    0.000e+000     -1.776e-015  

  9.9824e-001  2.923e-017    -6.661e-016     1.776e-015  

  9.9833e-001  2.196e-017    1.110e-016     8.882e-016  

  9.9841e-001  1.627e-017    -6.661e-016     -8.882e-016  

  9.9849e-001  1.186e-017    -2.220e-015     -8.882e-016  

  9.9857e-001  8.500e-018    5.551e-016     0.000e+000  

  9.9865e-001  5.972e-018    -4.441e-016     1.776e-015  

  9.9873e-001  4.104e-018    -6.661e-016     -1.776e-015  

  9.9882e-001  2.750e-018    -2.442e-015     0.000e+000  

  9.9890e-001  1.791e-018    -2.220e-016     -1.776e-015  

  9.9898e-001  1.129e-018    3.331e-016     -8.882e-016  

  9.9906e-001  6.845e-019    1.110e-016     -8.882e-016  

  9.9914e-001  3.966e-019    0.000e+000     -1.776e-015  

  9.9922e-001  2.175e-019    -1.998e-015     1.776e-015  

  9.9931e-001  1.116e-019    5.551e-016     -8.882e-016  

  9.9939e-001  5.267e-020    5.551e-016     2.665e-015  

  9.9947e-001  2.232e-020    -1.332e-015     -8.882e-016  

  9.9955e-001  8.191e-021    8.882e-016     0.000e+000  

  9.9963e-001  2.457e-021    1.665e-015     -1.776e-015  

  9.9971e-001  5.440e-022    -4.441e-016     1.776e-015  

  9.9980e-001  7.225e-023    6.661e-016     1.776e-015  

  9.9988e-001  3.371e-024    2.109e-015     -3.553e-015  

  9.9996e-001  4.624e-027    3.331e-016     -2.665e-015  

  1.0000e+000  4.624e-027    2.220e-016     -2.665e-015  

  1.0001e+000  3.371e-024    1.998e-015     -8.882e-016  

  1.0002e+000  7.225e-023    -8.882e-016     1.776e-015  

  1.0003e+000  5.440e-022    5.551e-016     0.000e+000  

  1.0004e+000  2.457e-021    -8.882e-016     0.000e+000  

  1.0004e+000  8.191e-021    -8.882e-016     0.000e+000  

  1.0005e+000  2.232e-020    6.661e-016     1.776e-015  

  1.0006e+000  5.267e-020    -2.220e-016     1.776e-015  

  1.0007e+000  1.116e-019    2.220e-016     0.000e+000  

  1.0008e+000  2.175e-019    0.000e+000     -1.776e-015  

  1.0009e+000  3.966e-019    -1.776e-015     1.776e-015  

  1.0009e+000  6.845e-019    2.220e-016     1.776e-015  

  1.0010e+000  1.129e-018    3.331e-016     1.776e-015  

  1.0011e+000  1.791e-018    2.109e-015     3.553e-015  

  1.0012e+000  2.750e-018    1.887e-015     3.553e-015  

  1.0013e+000  4.104e-018    1.332e-015     1.776e-015  

  1.0013e+000  5.972e-018    -1.110e-015     -1.776e-015  

  1.0014e+000  8.500e-018    -2.665e-015     2.665e-015  

  1.0015e+000  1.186e-017    4.441e-016     8.882e-016  

  1.0016e+000  1.627e-017    -1.554e-015     8.882e-016  

  1.0017e+000  2.196e-017    -2.220e-016     8.882e-016  

  1.0018e+000  2.923e-017    -1.776e-015     -2.665e-015  

  1.0018e+000  3.840e-017    1.665e-015     -1.776e-015  

  1.0019e+000  4.984e-017    -1.776e-015     1.776e-015  

  1.0020e+000  6.400e-017    -6.661e-016     -1.776e-015  

8. Calcolo delle soluzioni di un'equazione di II grado.

Si calcoli la soluzione dell'equazione  x2 -6.433 x +0.009474, usando aritmetica fnita a 4 cifre decimali con arrotondamento.

a=vpa(1,4);

b=vpa(-6.433,4);

c=vpa(0.009474,4);

b2=vpa(b^2,4);

d1=vpa(4*a,4);

d2=vpa(d1*c,4);

d=vpa(b2-d2,4);

ds=vpa(sqrt(d),4);

rho1=vpa(-b-ds,4);

rho1=vpa(rho1/2,4);

rho2=vpa(-b+ds,4);

rho2=vpa(rho2/2,4);

p=[1 -6.433 0.009474];

es=roots(p);

format long;

disp('soluzioni calcolate con 4 cifre');

disp(rho1);disp(rho2);

disp('soluzioni calcolate con doppia precisione');

disp(es);

» eqprova

soluzioni calcolate con 4 cifre

.1500e-2

6.430

soluzioni calcolate con doppia precisione

   6.43152694389954

   0.00147305610046

Calcolo delle soluzioni di un'equazione di II grado con le formule normali:

a=input('a=');

b=input('b=');

c=input('c=');

d=b^2-4*a*c;

if d== 0

   x1=-b/(2*a);

   x2=-b/(2*a);

   fprintf('Radici coincidenti: %g \n',x1);

elseif d>0

      x1=(-b-sqrt(d))/(2*a);

      x2=(-b+sqrt(d))/(2*a);

      fprintf('Radici reali: %g %g \n',x1,x2);

else
      x1=-b/(2*a);

      x2=sqrt(-d)/(2*a);

     fprintf('Radici complesse coniugate: %g %g \n',x1,x2);

end;

» eq2

a=1

b=-1-1e-16

c=1e-16

Radici reali: 1.11022e-016 1

» eq2

a=1e300

b= -2e300

c=1e300

Radici complesse coniugate: 1 NaN 

» eq2

a=1e300

b=-2e300

c=1e-300

Radici reali: -Inf Inf

» eq2

a=1e-300

b=1e300

c=1e300

Radici reali: -Inf Inf

Algoritmo alternativo

a=input('a=');

b=input('b=');

c=input('c=');

am=max([abs(a) abs(b) abs(c)]);

aa=a/am;

bb=b/am;

cc=c/am;

if abs(aa)>eps & abs(cc) >eps 

   dd=bb^2-4*aa*cc;

if dd== 0

   x1=-bb/(2*aa);

   x2=-bb/(2*aa);

   fprintf('Radici coincidenti: %g \n',x1);

elseif dd>0

      x1=(-bb-(bb/abs(bb))*sqrt(dd))/(2*aa);

      x2=(cc*aa)/x1;

      fprintf('Radici reali: %g %g \n',x1,x2);

else
      x1=-bb/(2*aa);

      x2=sqrt(-dd)/(2*aa);

     fprintf('Radici complesse coniugate: %g %g \n',x1,x2);

end;

elseif abs(aa)<eps

   xx=-cc/bb;
fprintf('Una sol. non calcolabile; xx=%g \n',xx);

else
   xx=-bb/aa;

fprintf('Una sol. non calcolabile; xx=%g \n',xx);

end;

» eq2new

a=1

b=-1-1e-16

c=1e-16

Una sol. non calcolabile; xx=1 

» eq2new

a=1e300

b=-2e300

c=1e300

Radici coincidenti: 1 

» eq2new

a=1e-300

b=1e300

c=1e300

Una sol. non calcolabile; xx=-1 

» eq2new

a=1e300

b=1e300

c=1e-300

Una sol. non calcolabile; xx=-1 

9. Calcolo dell'esponenziale.

Per calcolare l'esponenziale di un numero si può usare lo sviluppo in serie di Taylor, aggiungendo termini dello sviluppo, finchè un termine è talmente piccolo rispetto alla somma già ottenuta  che non viene più sentito.

function y=expmio(x);

% esponenziale con lo sviluppo di Taylor

%

y=0;

term=1;

k=0;\

while abs(term)>eps*abs(y)

   k=k+1;

   y=y+term;

   term=term*x/k;

end;

Tale modo di calcolare exp(x) non va bene per ogni x. 

Se x<0, conviene calcolare 1/exp(-x).

Se x è grande, conviene scrivere:

x=[x]+fraz(x)                 ove fraz(x)=x-[x]

e calcolare

(exp(1))[x] . exp(fraz(x))

ove exp(1) ed exp(fraz(x)) possono essere calcolati con lo sviluppo.

Alternativamente si può calcolare

(exp(1+fraz(x)/[x]))[x]
ove l'esponenziale è calcolato con lo sviluppo essendo il suo argomento in [1, 2).

Nel file seguente si adotta quest'ultima strategia.

x=input('x=');

yes=exp(x);

fprintf('exp(x)=%g \n',yes);

y=expmio(x);

err=abs(y-yes)/abs(yes);

fprintf('valore=%g errore(sviluppo)=%g \n',y,err);

% modo alternativo

ind=0;

if x<0

   ind=1;

   x=-x;

end;

if x>=1

   xint=fix(x);

   xfrac=x-xint;

   y1=expmio(1+xfrac/xint);

   y1=y1^xint;

else

   y1=expmio(x);

end;

if ind==1

y1=1/y1;

end;

err1=abs(yes-y1)/abs(yes);

fprintf('valore=%g errore=%g \n',y1,err1);

» esponenziale

x=-5.5

exp(x)=0.00408677 

valore=0.00408677 errore(sviluppo)=7.08445e-013 

valore=0.00408677 errore=1.06118e-015 

» esponenziale

x=-50.5

exp(x)=1.16985e-022 

valore=122132 errore(sviluppo)=1.044e+027 

valore=1.16985e-022 errore=1.1857e-014

10. Calcolo dell'esponenziale con funzione vettoriale.

function y=expmiov(x);

% uso della funzione scalare

p=length(x);

y=ones(p,1);

for i=1:p

   y(i)=expmio(x(i));

end;

function y=expvett(x);

% funzione vettoriale

y=zeros(size(x));

term=ones(size(x));

k=0;

while any(abs(term)>eps*abs(y))

   y=y+term;

   k=k+1;

   term=term.*x/k;

end;

% test di efficienza

fprintf(' lunghezza di x   tempo scalare  tempo vettoriale \n');

for l=100:100:1000

   xl=linspace(-2,2,l);

   t0=clock;

   y=expmiov(xl);

   t1=clock;

   tts=etime(t1,t0);

   t0=clock;

   y=expvett(xl);

   t1=clock;

   ttv=etime(t1,t0);

   fprintf('%6.0f       %6.3f         %6.3f   \n',l,tts,ttv);

end;

» testexp

 lunghezza di x   tempo scalare  tempo vettoriale 

   100        0.270          0.000   

   200        0.440          0.000   

   300        0.610          0.050   

   400        0.880          0.000   

   500        1.040          0.000   

   600        1.320          0.000   

   700        1.490          0.000   

   800        1.750          0.000   

   900        1.870          0.000   

  1000        2.090         0.050   

11.   Si vuole approssimare il valore della derivata di una funzione f(x) in un punto prefissato a. Se si assume che la funzione sia derivabile almeno due volte con continuità in un intorno di a, si può scrivere:

f(a+h) =f(a) + f'(a) h + f''(a+th) h2/2                  con t ( (0,1)  e per h sufficientemente piccolo.

Ricavando f'(a) si ottiene una approssimazione di tale valore:

f'(a) ( (f(a+h) -f(a)) /h

L'errore che si commette è detto errore di troncamento Et ed è dato da:

Et= f'(a) - = - f''(a+th) h/2

Anche se il valore di a+th è incognito, è possibile dare una valutazione qualitativa dell'errore commesso, tenendo conto del fatto che la derivata seconda è continua in [a, a+h]. Infatti si può trovare una costante M positiva tale che

|f''(x)| ( M        per x ( [a, a+h]

Pertanto, si può trovare una sovrastima del valore assoluto dell'errore di tronacamento data da:

|Et| ( M h/2

Da tale formula, si osserva che per valori di h decrescenti, l'errore decresce e l'approssimazione ottenuta appare più accurata.

In realtà, quando si opera in aritmetica finita, oltre all'errore di troncamento occorre considerare l'errore di arrotondamento nelle operazioni. Se si assume di considerare anche solo l'errore commesso nel calcolo di f(x), ossia che |fl(f(x))- f(x)| ( tol, si ha che:

|f'(a) - (fl(f(a+h))-fl(f(a)))/h| = |f'(a) - (f(a+h)-f(a))/h + ((f(a+h)-f(a))/h - (fl(f(a+h))-fl(f(a)))/h)|

· M h/2 + 2 tol/h

Pertanto al diminuire di h, anche se l'errore di troncamento diminuisce l'errore di arrotonda-mento aumenta. Questo è un fenomeno che capita in molti metodi numerici.

Esiste un valore di h per cui la stima dell'errore globale che si commette è minima. Tale valore si ottiene ponendo a 0 la derivata prima della stima dell'errore globale e ricavando h:

hopt = 2  sqrt((tol/M)) 

In corrispondenza di tale valore, la stima dell'errore globale vale 2 sqrt(M tol).

Per verificare il fenomeno appena descritto, si calcoli una approssimazione della derivata di sin(a) per differenti valori di h e poi il valore di h per cui si ha l'errore globale minimo, assumendo che tol sia uguale alla precisione di macchina:

% calcolo di un'approssimazione di sin(a):  dersin.m

a=input('a=');

h=10.^(-1:-1:-16);

dh=(sin(a+h)-sin(a))./h;

err=abs(cos(a)-dh);

fprintf('       h               err  \n');

fprintf('--------------------------\n');

for i=1:length(h)

   fprintf('   %5.2e        %7.2e   \n',h(i),err(i));

end;

fprintf(' valore di h ottimale= %g \n', 2*sqrt(eps));

Il risultato che si ottiene è il seguente (il valore di M in questo caso è posto uguale a 1, poiché un maggiorante della derivata seconda di sin(x) in valore assoluto è 1):

» dersin

a=1

       h               err  

--------------------------

   1.00e-001        4.29e-002   

   1.00e-002        4.22e-003   

   1.00e-003        4.21e-004   

   1.00e-004        4.21e-005   

   1.00e-005        4.21e-006   

   1.00e-006        4.21e-007   

   1.00e-007        4.18e-008   

   1.00e-008        2.97e-009   

   1.00e-009        5.25e-008   

   1.00e-010        5.85e-008   

   1.00e-011        1.17e-006   

   1.00e-012        4.32e-005   

   1.00e-013        7.34e-004   

   1.00e-014        3.71e-003   

   1.00e-015        1.48e-002   

   1.00e-016        5.40e-001   

 valore di h ottimale= 2.98023e-008 

