Sistemi lineari

Obiettivo

« Studiare algoritmi per il calcolo della
soluzione numerica di sistemi lineari

* Numeri di macchina

Il problema
Trovare z1,...,xn tali che
a1121 Fatoro + o133+ .. Fan = b
a2171 + a0z + a23T3 + ... + AopZn = b
ap121 + anoxo + ap3z3 + ... + annn = bn
Ax=b

A = (a;;) matrice n x n dei coefficienti
b= (by,...,bn)? vettore dei termini noti
z = (x1,...,xn)! vettore delle incognite




lpotesi su A

A non singolare

[

det(A) =0

g

Esiste I'inversa di A: X tale che
AX =1T

(X =471

Teorema di esistenza e
unicita

Se A €& non singolare, allora esiste un'unica
soluzione del sistema Az = b e vale

z=A"1p

Metodi per il calcolo della

soluzione
e DIRETTI: con un numero finito di
operazioni si calcola la soluzione.

¢ [TERATIVI: si costruisce una
successione di vettori che all’infinito
tende alla soluzione del sistema.




SISTEMI “FACILI": diagonali

det(D) =dy -do-...-dn

J:i:Z—Zi:l,...,n

SISTEMI “FACILI": triangolari

Rx =5
inferiore ry; =0 ¢ <j superiore 735 =01 > j
r11 711 T12 - Tin
R= | T2 722 n= T2 .. T2n
™1l Tn2 - Tnn Tnn
det(R) =711 722" ... Tan

Si pud dimostrare che l'inversa di una matrice triangolare
inferiore (superiore) & ancora una matrice triangolare
inferiore (superiore)

Algoritmo di sostituzione

y .
all’avanti
E
ri1e1+ = bhh— T1= ,_‘11{
F‘Ql.r'1—|— ragro = !}2__ re = J".’ 21
raz

en=l

Tn1T1+ Te2z2t o +rntn = bp — p, = hl—‘_‘:ﬁ}&




Algoritmo di sostituzione
all'indietro

riiri+ rigeo+ +ripen = by
ropwa+ +ropin = by
- Tp—in—1%n—1 +ra—1nTn = by
Tnntn = by
for i = ny..,1
| == bj— 3 1 it
b i

Complessitd computazionale degli
algoritmi di sostituzione all’avanti e
all'indietro

Divisioni € moltiplicazioni

g = 2L N )
11
ba—rayag —| 2
r22

1424t it tn="000xp2

Sistemi qualunque

Az =0b
« Calcolo dell’ inversa: © = A~ 1p
Tx =21

z = (7)7121 = 142857 .21 = 2.99997




Sistemi qualungque
Ax = b

¢ Metodo di Cramer : esempio

321 39
A=|231|b=| 34
123 26

39 2 1 3 3 2 39
det] 34 3 1 det| 2 det| 2 3 34

D6 D T - 1. .- 1226
T1= Ay 2T T a3 T T deA)
I i A 11
xy =37 2= 3 =7

Complessita
computazionale del
metodo di Cramer

Calcolo del determinante (Teorema di Laplace)

=nl(n-1) ﬂ

nl(n—1)(n+ 1)

Se 1 nsec(10~9) per eseguire il prodotto e n = 20

|:> 150 anni!

Metodo di eliminazione

321 39
[AB)=| 2 3 1 34

1 2 3 26

|
win

2z1 + 3z + z3 =34

31 + 232 4+ w3 =39
e
t | 21 4 225 + 323 =26




Metodo di eliminazione

3 2 1 39
[Agpy=| 0 5/3 1/3 8
2

1 2 .3 26

* 31 + 2z + T3 =39
_%/ 5/3z0 + 1/3z3 =38
}‘ 7 + 2z + 3z3 =26

Metodo di eliminazione

3 2 1 39
[A1b1]=| 0 5/3 1/3 8
0 4/3 8/3 13

5/3z0 + 1/3z3 =38

4 % 3z + 2z + T3 =39
4/3x9 + 8/3x3 =13

Metodo di eliminazione

3 2 1 39
[Agb]=| 0 5/3 1/3 8
0 0 12/5 33/5

31 + 22 + T3 = 39
5/3z0 4+ 1/3z3 =38
12/5¢x3 = 33/5

Sistema triangolare equivalente




» Costruire un sistema equivalente piu
semplice

* Combinazioni lineari delle righe
della matrice (= equazioni del
sistema)

* | coefficienti della combinazione
lineare si dicono moltiplicatori

Algoritmo di eliminazione di

Gauss
* Si aggiorna il friangolo superiore
della matrice completa;

* | moltiplicatori si memorizzano nel
friangolo inferiore.

Elemento

fork=1,n-1
fori=k+1,n > perno
L A — Qi @ o pivot
for j=k4+1m+1
ajj — ajj — ajj * aj;

Fallimento dell’algoritmo

({0 1

=(195)
detA=—-1#0

a11=0

4

L' algoritmo di eliminazione non funziona anche se la
matrice &
non singolare.




Trasformazioni di Gauss

ajl a2 ... Qi1np
A — an1 az2 ... aop

anl1 ap2 ... ann

7711‘1:25 i=2,..,n
1 Trasformazione
elementare
[,—| “ma1 1 di
1= e 1 Gauss
applicata
—Mnl 0 .. 1 alla 1° colonna
(o]
1° Passo
aj] (J'.(]_Q) e (.‘i.(]_ n) f()]_)
2 2 2
0 a e b
[Asbs] = L1[Ab] = 5 52 1on |2
2 2 2
0 “E:Q) cc,(,,,) b,(,)
2
o = o+
ai; 70
Infatti
1 a1l aip| .. ain
—mp1 1 a21 a2| ... agn
. 1
-mp1 0 001 apl Qp2 - ann
@] ajz| ... aip
o o2 . W@
e .

) 2)

0 (an DU i




Osservazione

et L 0 det | Y11 M2} = gey 11 a(122)
—mo1 1 azl a2 0 ax

Minore principale di ordine 2 di A

2
1. det(A(2)) = allag;
Se il minore principale di ordine 2 di A € non nullo, allora
2
agQ) #0
2° Passo
a11 0.(12) (J(]_”) f()%)
2 2
_ 0 a3y ... a3, b5
Mol =| g
2 2 2
0 a 5:2) a;(m) b,(, )
1
0 1 e
0 22
0 —mpp ... 1

[A3b3] = Lo[Asby] = LoL1[Ab] =

1 a1 a1z 4ai3| ..- aip bl
0 1 0 a (%) u(%) PP (??:) h%z)
2 2 2 2
0 —mao 1 0 a32J rr.33) r13“) {)3)
0 1Y)
0 —mpp ... 1 0 ”:(FQJ rr,(é) nf,?,) !;,(42)

a11 a12 ai1z| ... a1n 0

0 a 522) .*:.%23) i u.gi) (:(2 )

= 0 0 ”(qi) .‘}_“3}

0 0

0 0 rxfé) UE..?,) f}E?s)




Osservazione

1 0 0 11 @12 413 ai1 a1 a13
¢} 1 0 0 a%%) a%%) = 0 ag%) a%%)
6] —m32 1 0 2) 2) 0 0 3)

G37° 433 33
a1l a1z 413 1
det| 0 o83 a(%) =det| —moy 1 det(A®))
& B “map 0 1
0 a3y a3y 1
_ (2) (3)
1. det(AB®))y = aiiayy’azz
Se il minore principale di ordine 3 di A & non nullo, allora
3
a$y #0
o
k° Passo
1 .. 0 o ... 0
0 1 0 0
L=
0 —-m;.._’_l;\. 1 0
o .. —mye 0 o1
(k)

a. .
mi = %, i=k+1,..,n
Tk

Se il minore principale di ordine k di A &€ non nullo, allora

Condizione sufficiente

e Se tutti i minori principali di A sono
non nulli, allora tutti gli elementi
pivot sono diversi da zero e
I'algoritmo di Gauss pud essere
applicato.

¢ Solo I'ultimo minore pud anche
essere nullo.

¢ Inoltre si ha

det(AKR)) = allagzz)agg)...algz)




Dopo n-1 passi

Lp_1..LoL1[A b] = [R y]
A=r7tst R b=L7ot Ly
_

L
|A:LR szyl

Ricaviamo L
L=1r7'st. 7t

1 .. 0 0o ... 0
Lo 1 0 o0
* = o] —Tgg 1k 1 0
o .. —mg 0 .01
1 .. 00 ... 0 0 .. 0 o .. 0
_|o 10 of|o o o o
=lo 01 0 0 mpp1r O 0
0 .. 00 .. 1 0 . my O .. 0
Ricaviaomo L
_ry-1;-1 -1
L=L{"Ly"..L~4
0 0 0. 0) 0\ (0 010.0)
0 0o o0 ol | o
0 mpgt1p O 0| 7| Mt
o .. muye 0 .. O Mnk

— (k)T
—m()ek

L, =1— m(k)ez




Inversa di Ly,

L;l =1+ m(k)eg

Si verifica
(I —m®BeI) (I + kel =
D
=0
k-esimo elemento
dim

Ricaviomo L =r7'3t..0;t,

T (I +mWel ) (1 + mWel)
= T4 m@eT 4 mOeT + m(ieg“
1

1

I s =0sei<j
miyyy 1
T )
0,
I = 1
mi]‘ 1
1
Riassumendo
e Teorema

Se tutti i minori principali di A sono
non nulli, tranne al piu I'ultimo, allora
esistono una matrice L triangolare
inferiore unitaria ed una matrice
triangolare superiore U tali che
A= LR

Inoltre

det(A) = rqi179o...rnn

FATTORIZZAZIONE DI A




Inoltre

* Si pud dimostrare che se A € non

singolare la fattorizzazione A = LR
€ unica

e E' vero il viceversa: se A ammetto

un'unica fattorizzazione A = LR

allora tutti i minori principali sono
non nulli.

Complessitd computazionale

Calcolo Aggiornamento
moltiplicatori  |degli af
Passo Divisioni Somme e prodotti
1 n—1 (n—1)2
2 n—2 (n—2)
k n—=k (n— k)2
n 1 1

Vorin

2

Sl — g)2 = M- DGn-1)

Complessitd computazionale
della fattorizzazione di Gauss

o(3)




Metodo di pavimentazione

a11 412 413
A= | laxi] asp ap3| | = LR
a31 a32|a33
1 0 O ™M1 Ti12 ™3
=]l 1 0 0: rog irpg
I31 I3 1 0 0 ra33

ai; = lyyry;—> r1j = a1j
a;1 = liprin — i = ai/r1
agj = l21712 + 12— 125 = agj — l2171;
az2 = 31712 + laoroa—y 132 = (a32 — 131712) /722
a3z3z = l31713 + l30123 + 133 — >33 =0a33 — I?:l [3i7ia

Soluzione di un sistema

Az =1b

LRx=1b
—
Ly = b < Sostituzione all'avanti
Rz = y <« Sostituzione all'indietro

O(n?)
Esempio

1 1 0o 3|4

2]y -2 12

Ao=113 11 1 2|3

1|2 3 -1] 4

11 0 3|4

0 -1 -1 -5 |-7

§ [A20=| o E31-1 -7 |-15
5 0 3 2|8
11 0 3|4

0 -1 =1 -5|=7

4 Mskl=|4 o 3 13|13
N o o [o -131-13




% 1 1 0
1 _|0 -1 -1
L=134 4 B=10 0 3

~-1-30 1 c 0 0

I 3 ia 3 E2 4
0 -1 -1 -5 z | _ | -7
0 0 3 13 x3 - 13
0 0 0 13 Ta 13
ra=1, 23 =0, 20 =2, r1 = -1

det(A) =1.(-1)-3.(-13) =39




