ANALISI IN AVANTI DEL | ORDINE DEGLI ERRORI DI
ARROTONDAMENTO

Si basa sul teorema fondamentale sulle operazioni tra numeri finiti: se a, b € F(3,t, L, U),
fl(aeb) =(aeb)(1+¢€) e <u

ove u € la precisione di macchina. Si assume che i dati siano esatti, ossia che appartengano
a F.

TECNICA IN AVANTI. Si calcola I'errore relativo sul risultato finale in termine degli errori

introdotti dalle singole operazioni, trascurando i termini in cui compaiono prodotti di errori
(ANALISI DEL | ORDINE).



ESEMPIO. ¢(a,b,c) =a+b+c

e ALGORITMO 1.

flla+b) = (@+b)1+e)=y |al<u
fly+e) = (W+o(l+e)=z |ef<u
flla+b+e) = z=(y+o)(l+e)=

= ((a+b)(1+e)+c)(l+e)=

= (a+b(1+e)(l+e)+c(l+e)=
(a+b)(14+ €+ €)+c(l+e)=

= a+b+c+(a+ber+ (a+ b+ c)es

(a + b)ejes trascurabile

fl(a—l—b—l—c)—(a—|—b—|—c)~ a-+b

Calgl = ~ €1+ €
e a+b+ec atbtec
a-+b
L . - L - ’ er e
Fattori di amplificazione dell’errore: { @tbte Per €1
1 per €s

Si definisce INDICE ALGORITMICO I, la somma dei valori assoluti dei fattori di



amplificazione dei singoli errori introdotti da ciascuna operazione:

a-+b
a+ b+ c

+1

Ia,lgl — '

Il fattore di amplificazione dell’ultima operazione eseguita € sempre 1.



e ALGORITMO 2. a + (b + ¢)

flb+c) = b+)(l+e)=w el <u



e ALGORITMO 2. a + (b + ¢)

Fl(b + ¢)
fl(a + w)

b+o)lte)=w e <u
(a+w)(l+e)=v e <u



e ALGORITMO 2. a + (b + ¢)

fib+e) = G+ol+ea)=w |l <u
fl(a + w) = (a+w)(l+e)=v | Su
flla+b+c) = v

(@ +w)(1 + €4)



e ALGORITMO 2. a + (b + ¢)

fl(b+ c) b+e)(1l+e) =w les| < u
fl(a + w) (@ +w)(1+e)=v e <
fl(a + b+ c) v

(a + w)(1 + €4)
(@ + (b+c)(1+ €3))(1+ €4)



e ALGORITMO 2. a + (b + ¢)

F1(b + ) bro)i+e)=w |e| <u
fl(a + w) (@ +w)(1+e)=v e Su
fl(a + b+ c) v

(@ + w)(1 + €4)
(@ + (b+c)(1+ €3))(1 + €4)
(b+c)(1+e€3)(1+ €4) + a(l + €4)



e ALGORITMO 2. a + (b + ¢)

fi(b+ ) btro(l+e)=w |el <u
fl(a + w) (@ +w)(1+e)=v e Su
fl(a + b+ c) v

(a + w)(1 + €4)

(@ + (b+ c)(1 + €3))(1 + €4)
(b+c)(1+e€3)(1+ €1) +a(l+ eyg)
(b+c)(1 + €3 + €4 + €3€4) + a(l + €4)



e ALGORITMO 2. a + (b + ¢)

fl(b+ ¢ b+e)(1+e)=w el < u
fl(a + w) (@ +w)(1+e)=v e <
fl(a + b+ c) v

(a + w)(1 + €4)

(@ + (b+c)(1+ €3))(1 + €4)
(b+c)(1+€3)(1 4+ €1) + a(l + €4)
(b+c)(1+ €3+ €4 + €3€4) + a(l + €4)
(b —|— C)(]_ —|— €3 —I— 64) —|— a(l + 64)

I [ | | | A | R T



e ALGORITMO 2. a + (b + ¢)

FU(b + <)
fl(a + w)
fl(a + b+ c)

1 G | 1 V1

btro)l+e)=w |e| <u
(a+w)(1+e)=v e <wu
(a+w)(1 + e)

(@ + (b+c)(1+ €3))(1 + €4)
(b+c)(1+€3)(1 4+ €1) + a(l + €4)
(b+c)(1+ €3+ €4 + €3€4) + a(l + €4)
(b —|— C)(]_ —|— €3 —I— 64) —|— a(l + 64)
a+b+c+ (b+c)es+ (a+b+ c)ey



e ALGORITMO 2. a + (b + ¢)

fib+e) = bt+olte)=w |l <wu
fl(a + w) = (a+w)(l+e)=v e < wu
flla+b+c) = w

(a + w)(1 + €4)

(@ + (b+c)(1+ €3))(1+ €q)
(b+c)(1+€3)(1 4+ €1) + a(l + €4)
(b+c)(1+ €3+ €4 + €3€4) + a(l + €4)
(b —I— C)(]_ —|— €3 —I— 64) —|— a(l + 64)
a+b+c+ (b+c)es+ (a+b+ c)ey

1

fl(a—l—b—l—c)—(a—l—b—l—c)N b+ c

€q = ~ € €
lg2 al bt a+b_|_c3+4
btc  per e3
Fattori di amplificazione dell’errore: { atb+c
1 per €4
b+ c
Ia, = 1
o la + b + cI +

Se 1,151 < Iai42 allora I'algoritmo 1 & piu stabile dell’algoritmo 2.



a = .2337126 10~ %, b = .3367843 10%, ¢ = —0.3367781 10>:

a—+b 5
Ial91:|a+b+c|—|—1:O.510 +1

b+ c
Ialgzz|a+b+c|—|—1:.96—|—1

Il secondo € piu stabile per i valori assunti dai dati.

g

Un algoritmo puo essere piu stabile di un altro per i valori assunti dai dati.




ESEMPIO. ¢(a, b) = a®? — b?

e ALGORITMO 1.

fl(a®)
fL(b%)

axa(l+e)==z |e] <u
bxb(l4+e)=y e <u



ESEMPIO. ¢(a, b) = a*? — b?

e ALGORITMO 1.

fl(a?)
FL(b?)
Ffli(z — vy)

a*xa(l+e)==
bxb(l+e)=1y
(x — y)(1 + e3)

le1] < u
le2] < u

€3] < w



ESEMPIO. ¢(a, b) = a*? — b?
e ALGORITMO 1.

fl(a?) = a*xa(ld+e)== | <u
F1(b2) = bxb(lte)=y o <u
fllx—y) = (z—y)l+te) J|e|<u
fll@® =b%) = (a’(1+e)—b(1+e))(1+ es)



ESEMPIO. ¢(a, b) = a*? — b?
e ALGORITMO 1.

fl(a?) = a*xa(l4+e)=z |e <u
F1(b?) = bxb(lte)=y o <u
fllx—y) = (z—y)(l+te) J|e|<u
fll@®=b%) = (a’(1+e) —b(1+ €))(1+ es)

a’(1+ €1)(1 + €3) — b*(1 + €)(1 + €3)



ESEMPIO. ¢(a, b) = a*? — b?
e ALGORITMO 1.

fl(a?) = a*xa(ld+e)== | <u
FLb2) = bxb(lte)=y o <u
fllx—y) = (x—y)l+te) J|e|<wu
fll@® =b%) = (a’(1+e) —b(1+ €))(1+ es)

a’(1 + €1)(1 + €3) — b*(1 + €)(1 + €3)
a’(1 + €; + €3 + €1€3) — b*(1 + €2 + €3 + €2€3)



ESEMPIO. ¢(a, b) = a*? — b?
e ALGORITMO 1.

fl(a?) = axa(l4+e)=x |e| <u
FLb2) = bab(lte) =y |&| <u
fllx—y) = (x—y)l+e) J|e|<wu
fll@®=b%) = (a’(1+e)—b'(1+e))(1+ es)

a’(1 4+ €)(1 + €3) — b*(1 + €)(1 + €3)
a’(1+ €; + €3 + €1€3) — b*(1 + €2 + €3 + €2€3)

CL2 — b2 —|— CL2€1 — b2€2 —|— (CL2 — b2)€3

12 i



ESEMPIO. ¢(a, b) = a*? — b?

e ALGORITMO 1.

fl(a?)
f1(b%)

Ffl(z — vy)
fl(a® — b?)

axa(ld+e)==z= e <u
bxb(l+e)=y | Ju

(x —y)(1+e€) |es| < u

(@*(1 + €1) — b*(1 + €2)) (1 + €3)

a’(1 4+ €)(1 + €3) — b*(1 + €)(1 + €3)

a’(1+ €; + €3 + €1€3) — b*(1 + €2 + €3 + €2€3)

12 i

CL2 — b2 —|— CL2€1 — b2€2 —|— (CL2 — b2)€3
_ fUa®—b®)—(a®—b?)
€algl — 22 _p2
2 2
~ _a _ b2
_ 0,2—b261 a2—b2€2 + €
I a2 | —|— | 2 _I_ ;
algl —
g a2 — b2 a2 — b2



e ALGORITMO 2.0o(a,b) = (a + b)(a — b)

fl(a + b)
fl(a — b)

(@+b)(1+e) =2 el <u
(@a—b)(1+e)=v |es| <wu



e ALGORITMO 2.0o(a,b) = (a + b)(a — b)

fl(a + b)
fl(a — b)
fl(zv)

(@+b)(1+e) =2 |ea| <u
(@ —b)(1+e)=v |e&| < u
zv(l 4+ €) |eg| < uw



e ALGORITMO 2.0o(a,b) = (a + b)(a — b)

flla+b) = (@+b)(i+e)=2 el <u
fll@a—b) = (a—=b)(1+e)=v |e&| S u
fl(zv) = zv(l+e) el <u

fl(@> =) = (a+b)1+es)(a—b)(1+ )L + €o)



e ALGORITMO 2.0o(a,b) = (a + b)(a — b)

flla+b) = (@+b)(i+e)=2 les| <u
fll@a—b) = (a—=b)(1+e)=v |e| S u
fl(zv) = zv(l+e€) el <u

fl(a®> —=b*) = (a+b)(1+e4)(a—0b)(1+e€5)(1+ €)

(a +b)(a — b)(1 4+ €4+ €5 + €465 + €6 + €4€6 + €566 + +€4€5€¢



e ALGORITMO 2.0o(a,b) = (a + b)(a — b)

flla+b) = (@a+b)(i+e)=2 el <u
fll@a—b) = (a—=b)(1+e)=v |e| < u
fl(zv) = zv(l+e) |es|l <u

fl(a®> —=b*) = (a+b)(1+es)(a—b)(1+ €)1+ €)

(a +b)(a — b)(1 + €4 + €5 + €465 + €6 + €466 + €566 + +€4€5€
(a® — b*)(1 + €4 + €5 + €¢)

12 i

l(a? — b%) — (a? — b?
€algzzf( 2) ( ):€4+€5+€6
a? — b2

Ialg2:1+1+1:3



Si analizza per quali valori di a e b I’ Algoritmo 2 € numericamente piu stabile dell’ Algoritmo
1.

Ialgl Z Iang
a’ b?

@z — 52| | [z — b7

+1>3

1
ja* — b*| < ~(a® + b)

Cio si verifica se:

1. a’? —b* < & —|— :> SS
. —(a? +b2)<2(a —b2):> <a—2

Dunque Algoritmo 2 € numericamente piu stabile di algoritmo 1 se

a2

< —
_b2

<3

Q| =



Somma di n numeri finiti

Siano ¢, 2, ..., ©,, € F,

p(x, T2y eeeyy) =1+ T2+ ... + 1y = S

S «— I,
for 2 =2,....,n
L S «— S8 + x;;

s = fl(xy +x2+ ... + )



fL(S)

(oe(((1 + 22) (1 + €2) + @3)(1 + €3) + @4) (1 + €4)+

oo +20)(1 + €,) =

= 331(]_ —I— 62)(1 —|— 63)...(1 —|— Gn) —I— :c2(1 —|— 62)...(1 —|— en)—l—
+x3(1 + €3)...(1 +€n) + oo + (1 + €,)

~ x(l+extez+ ...+ €) +x2(l + €+ ... +€)t
+x3(1 + €3+ .o +€5) + oo + 201+ €,) =

= a1+ x2+ ... + x5+ (1 + x2)eE2+

+(x1 + 2+ ¢3)ezs + oo + (1 + T2 + Tp_1)€n_1+

+(x1 + T2 + ... + Th)En

fl(S) =S x1+tag x1t+Totxg
S — T1+...+Tn _f —I—_i— a:1+...-|-:1:n€3+
w]_ cee T L —1
+"' + 33]_+“-+Z’I’L en—l + e'n
1 + o2 x1 + x2 + 3 1+ oo + Tp_1
Tatg = | |+ | [ER |+ 1

S

Supponiamo |¢;| < u i =2,...,n.

S S



xr1 + a2 x1 + x2 + x3 1+ oo + 1

|+ 1P e

| +1

e Seglia; 2 =1,...,n sono di segno concorde, |€qi4] < (n — 1)u.
Tuttavia I'algoritmo e piu stabile numericamente se si sommano i numeri dal piu piccolo
al piu grande.

e Se gli x; sono di segno discorde, S puo essere piccolo e si ha amplificazione degli errori.
Se occorre avere la somma in semplice precisione, € conveniente fare la somma di tutti
I positivi e poi di tutti i negativi separatamente in semplice precisione e poi sommare
le due somme parziali in doppia precisione.



ESEMPIO. Sia 8 = 10,t = 7, arrotondamento. Siax; = 1,x; = .1 107% ¢ = 2, ..., 10.

10
Z x; =14 9107 = 1.0000009

=1

S «— &I,
for 2 =2,...,10
| s — s+ @y

i=2 s= fl(x; + x2) = fl(1+.1107% = £1(1.0000001) = .1 10" = 4,
i=3 s= fl(y, + x3) = fl(1+.1107% = f1(1.0000001) = .1 10" = 4,
i=10 s = fl(yn—1+=») = Ffl(1+.1107°% = £1(1.0000001) = .1 10"

€, = 8.999.. 10 ~ 10~ °



S «— X103
for ¢=9,...,1 : —1
L S «+— 8 + x;;

s = fl(xyo + x9) f1(.1107°% + .1 107% = £1(0.0000002) = .2 10~ °
s=fl(z1+=3) = FI(.2107°%+.1107% = £1(0.0000003) = .3 10~°

s = fl(z7 + x2) f1(.8107°% + .1 107% = £1(0.0000009) = .9 10~ °
s= fl(zs+=) = FI1(.910°°4+1) = £1(1.0000009) = .100001 10*

€. = 9.999.. 10°% ~ 10"

L’errore € 10 volte piu piccolo!




ANALISI DELL’ERRORE SUI DATI INIZIALI

ESEMPIO.
Problema: trovare y tale che

2
Yy —4y+axx =0
Possiamo esprimere le soluzioni del problema mediante la formula

y1,2:2:|:\/4—a:

Per £ = 4 abbiamo y; > = 2.

Per x = 4 — 10~ % abbiamo Y1,2 = 2 4+ 1073,

Piccole variazioni nei dati iniziali (10~°) comportano grosse variazioni nei risultati finali
(107%).

Questo & un esempio di problema MAL CONDIZIONATO.



Vediamo come possiamo stimare I’errore relativo dovuto all’approssimazione iniziale

dei dati.
p(Z) — p(x)

p(x)

€dati —
Possiamo scrivere

_ _ o T — @
xr €Xr

p(x+9)—p(z)

¢ (x)

p(z)+o (x)5—p(x)

, p(x)
¢ (z)d

p(x)
¢ (z)x

e(x)
‘P,(( )) e il fattore di amplificazione dell’errore sui dati iniziali e viene detto
DICE DI CONDIZIONAMENTO.

€dati

2




@' (T
Icond:K(aj’(P):' ( ) ‘

@ (x) v

Se K(x,¢p) >> 1, il problema & mal condizionato; se K (x, ) € piccolo, il
problema e ben condizionato.

ESEMPIO di prima...
y’—4dy+x =0

y1=24+v4—=x

plx) =2++vV4—=x
1 x—4
> o0

o)== s



ESEMPIO. y = p(x) = log(x).

1
€dati — €x
“ T log ()

Icon —
‘ |log(w)|

Se x ~ 1, il problema & mal condizionato.

OSSERVAZIONE Un problema puo essere ben condizionato per certi valori
e mal condizionato per altri.



Consideriamo il caso generale:

Y = @(T1yeeey Tpy)

Se z;, 1 =1,...,n & affetto da un errore Ax;, con €, = i"""f allora si
calcola:
y+ Ay = So(wl + Axyy ey Ty + Amn)
Pertanto se ¢ e sufficientemente regolare,
FEguti = Ay=o(x;+ Axy,...,xp + Azy) — (21, ..., Ty

n

Z 8@(1’1, ,xn)Ax

o0x;
i=1 ¢

2




Inoltre se p(z1,...,z,) # 0 e x; # 0,

Ay p(xr+ Az, .oy + Axy) — (21, -0, Tp)

€dati —
Y P(T1, 05 Tn)

z 0 L1y eeey Ly Ly
3 (o )

ox; O(x1, .., Tpy)

2

€,

1

1=1

In tal caso si dice indice di condizionamento del problema la somma dei
valori assoluti dei coefficienti dei singoli errori sui dati iniziali:

n 2 O0Pp(T1yeeny Ty) x;
Icond = K (x; =
¢ ; ( ,LP) ; | ox; Qo(wb'"awn)'



Caso delle operazioni elementari

€xty = - €x T J €
=Y rty ~xty
€xy — €T €y
€Ex/y = €z — €y

1
6\/({2) = Eew
Exa = OE€,L

Moltiplicazione, divisione, estrazione di radice e potenza, con |«| piccolo,
sono ben condizionate. Per l'operazione x — y, con x ~ y, si verifica il
fenomeno di cancellazione.

ESERCIZI.

1. () =x — 1; Icona = |3%5]-
Mal condizionamento per x ~ 1.



. p(x) = e*; Icond = |x|-
Mal condizionamento per |x| > 1 e buon condizionamento per |x| < 1.
. 2+ 1) — |z|; Ieond = L :
\/( + ) | d |\/m|
Sempre buon condizionamento.
. y=¢(a,b,c) =a+ b+ c.

a b c

a,—|—b+cea'_|_a,—|—b—|—c€b+a,—|—b—|—c€

€y =

C

Lema = |— % |+ |— 2y —
cond = a-+b+c a-+ b+ c a-+b+c

Il problema e ben condizionato se a, b, c sono di segno concorde.

.y = p(a,b) = a* — b’

2a> 2b2
a? — b2€a a? — b2‘E

Gy: b

7 _ 2a? N 2b2
cond — |a2 _ b2| |a2 _ b2|

Il problema & mal condizionato se a® ~ b’




Calcolo di ¢* , 5

z_q x x
e’ = —I—x—i—a—l—g—k...

Se & < 0 si sommano e sottraggono termini con ordini di grandezza differenti. Si perdono
le cifre che influiscono sul risultato.
ALTERNATIVA

1
e ”? = —— ~ .0040865 errore dello 0.007%
5.
Per il calcolo di ¢, con x = [z] + f, conviene

1. e =ellef = (ece....e)(1 4+ f + f2/21 4+ ..)
2. e = (")) = (D5,(1+ )i, 1 < 1+ f/fo] < 2



Approssimazione della derivata prima

fecs

2

Flath) = f(a) + F(@h + f(a + th)

cont € (0,1).

f(a+h) — f(a)
h

fla+h)— f(a)
h

f'(a) ~

E; = f'(a) —

h
= f”(a‘l'th)g
|£”(x)| < M per x € [a,a + h]

Mh
B < =~

| fL(f(x)) — f(=)| < tol



f’(a) . fl((f(a—l-hzl)—fl(f(a)) — f’(a) . f(a—i_h})b_f(a)—l-

+ f(a+hf)b—f(a) 4 fl((f(a+hzb)—fl(f(a))

< f'(a) . f(a+h}),,—f(a)| +
4 [flath)=f(a) _ fi((f(ath)=fi(f(a))
h h
= |Ey| + |{ath)=SW(ath) _|_f(a)—J;Ll(f(a))|
Mh ol
< 42y
M=z tol
P(z) = == +2—
2 z
M 2tol
/
z) = —
Yi(z) = - o

W(2) = 0 <=z = 2,/ 22
z) = z = _
M



