Approssimazione di dati e funzioni
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INTERPOLAZIONE
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Intferpolazione polinomiale

Polinomio di Polinomio di Interpolazione
intferpolazione polinomiale a
Lagrange Taylor tratti: funzioni
Newton 1 punto spline
n+1 punti
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Funzioni spline
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Partizione di [a,b].1; = [z;, 2;41), Im = [2m, Tpy41]
Si dice funzione spline di grado n relativa alla
partizione {z;};—o... m+1 di [a,b] una funzione

s(x) tale che:

1. s(x) & un polinomio s;(x) di grado non su-
periore a n in ciascun sottointervallo [;;

2. s(x) € C" 1a,b);

. 8

5% (@3401) = s5i01® (w41), i=0,..,m—1;k=0,1,..,n—1




Esempio: spline lineari

e n=1; devono essere lineari nei
sottointervalli della partizione;

* devono essere continue in [a,D]

si(zit+1) = si+1(xi+1), 1=0,..,m—1

A

Questa non € una spline
ineare!

Non & continua in o




Osservazione

e La spline lineare relativa ad una
partizione non & unica.

* Fissatii valori
s(z;), 1=0,...m-+1
viene individuata una sola spline
lineare.

e Una spline lineare relativa ad una
partizione di m+2 punti dipende da
m+2 parametri.

Esempio: spline cubiche

* n=3; sono polinomi di grado 3 nei
sottointervalli della partizione;
* Valgono le relazioni

si(wi41) = sit1(xig1), i=0,...,m—1;
s (Tix1) = six1 (Tjx1), i=0,..m—1;

8" (@ix1) = si41" (@ix1), i=0,...,m—1;




Osservazioni

* Anche fissando i valori s(z;) , la spline
cubica relativa ad una partizione
non € unica;

* In generale , per spline di grado n

si(x) —» n 4+ 1 parametri
—> (m+1)(n+1)

Ii  —— m+1 intervalli parametri

5" (@i11) = si41M (@ig1) | m
l:Oaam_lvk:()»la*n_l COﬂdIZIOﬂi
q (n+ 1)(m + 1) — nm = n+ m+ 1 parametri
liberi




Per le spline cubiche

* Per una spline cubica (n=3) ci sono
m+4 parametri liberi (gradi di libertd).

e Se noi fissiamo i valori s(x;), i=0,...,m4+1
abbiomo dato m+2 condizioni;
restano altri 2 gradi di liberta.

Interpolazione con spline

lineari
e TEOREMA
Dati @ > 0 < 1 < ... < Tm < Tpyg1 < b

e assegnati Y0, Y1, .- Ym: Ym+41  esiste una
sola spline lineare s(x) tale che

s(x;)) =vy;, 1=0,....m+1




Inoltre si ha n+1

s(z) = > yili(z)

=0

T—xi1 , 1-
—xi_1’ T € [z; 1,4,

1=1,...,n

li(x) = T—x;
+1 o .
%‘*;H-l’ z € |25, xi1];

0, altrove.

|a, Li—1 T Titq b
T—X .
7 = m’ T e [ch,xn+1],
altrove;

T—T1 .
lo(x) =<{ To—z1’ @ € [zo, z1];
0 “altrove;

RN /.

Qa b

Y

Analisi dell’errore

In [z;,x;41], I'errore commesso & pari a quello
di interpolazione con un polinomio di grado 1.

2) — si(x) = LD (@ — ) (& — wi41)
v € [rg, zi41], m <E<wiqq.

f € C*([a,b]) m i

()] < M# f(2) —si(x)] < Y max|(@—2)(@ - 241)
— %M

M, 2
h = _max (i1 — ;) q m[zc::x] |f(x) —s(z)| < gh

Z_aa




Osservazioni

e La spline lineare di interpolazione
non & derivabile nei nod.

 Si cercano interpolazioni mediante
spline di grado superiore.

e Non basta fissare i valori assunti nei
nodi per individuare un’unica spline
cubica

e SONno necessarie altre condizioni.

Interpolazione con spline

cubiche
e TEOREMA
Dati a > g <1 < ... <xm < XTyp41 < b

e assegnati ¥0: Y1, ---» Ym, Ym+41 esiste una sola
spline cubica s(x) tale che

s(x;)) =wvy;, 1=0,...m-+1
e tale che valga una delle seguenti condizioni:
1. ""("":0) = 20, S (“7m+1) = Zm4+1, CON 2p, Zpm41
assegnati (spline cubica vincolata)

2. s”(;r:o) = .s”(:;:.,.,,+1) = 0 (spline naturale)
3. Yo = Ym+1 = s(z0) = s(®p41)

! !

s(xg) = s(xpmt1)

$'(@0) = 5 (@mat) (spline periodica)




Come siricava la

spline

cubica di interpolazione

si(x) = a;+ Bi(x — ;) +vi(x — x5)?

+ 6;(x — ;)

Vogliamo ricavare oy, B;,vi, 0;

in funzione di y; = s(x;) e di z; = s'(x;)

si(x) = B; + 27vi(m — m) + 36;(x — ;)2
S;l(il?) = 2v; + 60;(x — x;)

si(x;) = o = y;

si(z) = B; =

L(%—H) = Sz+1(%+1)
S; (fcz—l—l) = 31_|_1(5Uz+1

si(xiq1) =y
/
s.(xi41) = 7%

52 (xz—l—l) = Sz—l—l( ]

S; (xi—i—l) — 52‘4_1(%4—1)

o; + hiB1 + h2y; + h36; = yiy1
Bi + 2vihi + 39; h — Zi+1

Yi + 30ihi = i1

Poniamo h; = Tit+1 —/)Li-

0 = |zi4 1/t % —2<y+1 yﬂh%

(%) —(Zi41 + 22;‘)};%.

hit12i+2(hi+hit1)zi41+Hhizip2 = 3h¢+1<

Yi+1 — Ui
hi—}—

)

) +3hi<yi+2 — Y
1 hit1

t=0,....m—1




Yi+1 — Y Yi+2 — Y
hiy12it2(hi+hiy 1)z 1+thizip 2 = 3h 11 <%> +3h; (%)
i+1 i+1

N— i
t=20,...m-—1 g

b;

E un sistema di m equazioni nelle m+2 incognite Z;

Spline cubica vincolata 20, 2p41 assegnati.

Tz =>.
2(ho + h1) ho
ho 2(h1+ hp) hq
T = e .
hpm—1
—hi20+ b1
b
b= :
bm—l

—hm—_12m—1+bm

Yit1 — Vi Yit2 — Yi
hit12i+2(hi+hit1)zi1+Hhizip2 = 3hiq (%) +3h; (%)
i+1 i+1

t=0,..m-—1
Spline cubica naturale
1 "
s (zg) = 0 s (241) =0

2 1
h1 2(h1+ hg) ho

T - ., .,
hm 2(hmfl + hm) hm-—1
1 2
3y1h0y0
by
b= :
bn
3ym+17ym

hm




i+ hit1

)

Yi+1 — Yi Yi4+2 — Y
hiy12:+2(hi+hip1)zi1+hizipo = 3k <H;L711> +3h; (L

1=0,..m-—-1
Spline cubica periodica

! /
Yo = Ym+1 S{(x0) = s (Tp+41) = 20 = Zm+1
1! 1
s (wg) = s (Ty+1)
YO = Tn + 3dmhm
2(ho + hm) hm hg
h1 2(h1+ ho) ho
T = . -
hm—1 hm 2(hm—l + hm)
f}o
bl
b= :
bm

Teorema

Tra tutte le funzioni f € C2[a,b] tali che

fl@) =y i=0,....n+1, zp=a,2,41=0b

e tali che vale una di queste condizioni
a) fxo) =20, £ (@p41) =2t

b) '(z0) = /" (wp41) =0

) fW(@0) = P (@)  k=0,1,2

la spline cubica di interpolazione per cui vale
a) 0 b) 0 c) & quella per cui vale la proprieta di
minimo
by 5 b 5
L6 @)% < (@) 2

I'uguaglianza vale se e solo se f = s.

r



Teorema

Sia f € C?[a,b] e sia s(z) la spline cubica inter-
polante f.

1/2
f(2) —s(2)| < h3/2<f£<f”<x))24x>
x € [a,b]

1/2
If () — s (2)| < hl/Q( fg(f”(m))’zdm)

h = max;=g, . n(2i11 — 2;)-

Osservazioni

* La spline cubica interpolante
approssima la funzione interpolata;

* Anche la derivata prima della
funzione viene approssimata dalla
derivata prima della spline cubica.




Stima dell'errore
" 1/2
|f(z) — s(x)| < h3/2<f£(f (:E))2dw>

If(@)| < M, z € [a,b]

|f(x) —s(z)| < R32MVE—a

Pertanto fissato € > h2/3Mvb —a, s(z) & ap-
prossimazione di f(z) in [a,b] entro la toller-
anza e.




