Mw*
\R(a:)\ < m

e Nodi di Chebychev
* Si minimizza la quantitd @™ = max |w(z)|

[_1a1]
[_17 1] [aab]
. 1 b — n+1
NPT w*:Q( 4a)
Esempio

Sia f(z) = In(z), [a,b] = [0.4,0.8]. Dati zqg =
04,21 =05,20 =0.7,23 = 0.8 €

yo = In(zg) = -0.916291
y1 = In(z1) = —0.693147
y> = In(zp) = —0.356675
yza = In(x3) = —0.223144

trovare una maggiorazione di R(0.6)
D*(In(z)) = —6/z*.
(r—04)(x—05)(z—07)(z—0.8), 6

- (~&a)

R(x) =




(z—04)(x—-05)(z—07)(x—0.8), 6

R(a) = 4! (~&a)

¢ dipendente da x appartiene a (0.4,0.8). Poiché
6/x* & decrescente in tale intervallo con valore
massimo in 0.4, si ha

| —6/2% < 6/(0.4)* =234.4

234.4

[R(@)| < |(2-0.4)(2-0.5)(2-0.7)(z-0.8)| = 7

Per x = 0.6,

|R(0.6)| < 0.0039

Esempio

* Quale dovrebbe essere il grado del
polinomio di interpolazione della funzione
cos(x) in [0.3,0.6] sui nodi di Chebychev
per avere un errore inferiore a 105 7

Mw*
|R(x)| < m <1

- q 0.6 — 0.3\ 1!
Nodi di Chebychev *=12 <—>
“ 4

0—6

@<y @ =1




Mw*

R(x)| < ——— <10°°
| R( )\_(n+1)! <
w* =2.0.075" 11 M=1
Mw*
T
(n+ 1)!

2 8.4375e-004
3 6.3281e-005
4 4.7461e-006
5 3.5596e-007 q n=5

Approssimazione di dati e funzioni

i

INTERPOLAZIONE

Y

Interpolazione polinomiale

v

Polinomio di
interpolazione
Lagrange
Newton
n+1 punti

Stima dell’errore




Polinomio di Taylor

 Si puo derivare dal polinomio di
interpolazione nella forma di Newton quando
tutti i nodi “precipitano” in un unico punto.

F(zo) — f(x1) ¥ o

flzoz1] = = f'(§) =——— J'(x0)

o — X1
€ € [zo, 1]
Si definiscono le differenze divise con argomenti
coincidenti

flzozol = f/(x0)

flrozoxo] = f (;O)
() (g
flzozo...x0] = 7 (o)

n!

pn(z) = flzol + flzoril(z — z0) + flzozizal(z — 20)(z —21) + ..
o flzox1 - cxn](z —2g)(— 1) ... (—2p_1)

l

PN (@) = F(20)+F (20) (r—10)+ -0 2oy 4 LE0) (g ym

21 n!

Polinomio di Taylor di grado n centrato in «g




Stima dell’errore
R(z) = f(z) — p ()

e Si dimostra che se  f € C"T([z, zg])

. FtD(€) nd1 -
R(x)—m(x—mo) £ € [z, z0]
e Se (@) < M
M|z — :)30|n+1
|R(x)| < (n+ 1)1
Osservazioni
e Siha che

f(z0) — & (z0)

' (z0) = P (z0)
7™ (20) = pMY (20)

e Tutta l'informazione usata per
I'’approssimazione € concentrata in
un punto

e L'approssimazione € buona solo
vicino ad g




Osservazioni

e || polinomio di Taylor centrato nel
punto 0 si dice polinomio di
Mac Laurin

Esempio

* Polinomio di Taylor della funzione seno

sinz = 33I+ 5_177'_'_ -+ +3
+< )"y + (— 1) e cos(6'x)

0<6 <1

e 'errore commesso e
| 2n—|—3|

|R2n+1(5'3)| < m




e Si vuole determinare I'intervallo in cui il
polinomio di Taylor approssima la
funzione seno entro una tolleranza di 10—>.

]
()] < 2] <1078

x < V10-5.7! = 0.6525

L'intervallo cercato & [—0.6525,0.6525]

Esempio

Si calcoli il polinomio di Mac Laurin in f(z) =
v 1+ 2 digrado 3 e si trovi una approssimazione
di f(0.1) e una stima dell’errore.

flx) = \/llﬂ
fz) = N

17 _ 1
ff(z) = PRSI
I,y — 3
I (x) (14 2)5?
V(@) = 2

T 16(1 4+ 2)7/?

p3(z) =1+ 5z — go® + =2




f(0.1) =v1.1
p3(0.1) = 1+30.1-1(0.1)?+:(0.1)3 = 1.0488125

4
R3(z) = %(—W)
(0.1)#15 ax 1
24.16 [0,0.1] (14 ¢)7/2
0.0005,

128
3.9.10°°

[R3(z)| <

IR

Approssimazione di dati e funzioni

e

INTERPOLAZIONE

Y

Interpolazione polinomiale

Y
Polinomio di Polinomio di
interpolazione

Lagrange Taylor
Newton 1 punto
n+1 punti

Stima dell’errore




{ —'(x) + c(x)y(x) = f(x) =€ (0,1)
y(0) y(1) assegnati

h=rgg @ =1th i=0,..,n+1

—yic1+ 2+ h%e)y —yip1 = h2f; i=1,.n
¢ =c(w) fi=flz)i=1..n

(2 4 h2cy) -1 y1 h2f1 +y(0)
~1 (2 + h2cr) —1 2 h2f>
-1 (24 h20n_1) -1 Yn—1 hzf.n—l
1 (2 + h2cn) Yn h2 fn + y(1)

o(z) = a:llf(x) — _ exp(1—2)+(1672+) sin(4mz)

y(x) = ¥ 4+ sin(4nx)




