L0, L1, L2, L3, L4, X5 2,2.5,3,4,5,5.5

Polinomio di interpolazione
nella forma di Lagrange

n

Ly@)= [ —"|k=0,..,n
i=0,i%k Tk — Ti

Polinomio di interpolazione nella forma di Lagrange

pn(x) = yoLo(x)+y1L1(x)+...4ynln(x) = D ypLi(x)
k=0

Si dimostra che e IL polinomio di interpolazione.
Cambia solo la rappresentazione.




Esempio: interpolazione di
funzione

zo = 2,z1 = 2.5,z2 = 4. Si vuole trovare il polinomio di interpolazione di
secondo grado di f(z) =1/z.

= Yo = I/CCO =0.5 Yy = l/ml =04 Yo = 1/:52 =0.25
p2(z) & una parabola.

_ @—25)(m—4)
Lo(z) = G250 =1 x? — 6.5z + 10
Li(x) = % = (—42® + 242 — 32)/3
Lay(z) = % = (22 —452+5)/3
pa(z) = 0.5.(z%—6.50+10) +0.4.(—42? + 24z — 32)/3 +
+ 0.25(2® — 4.5z +5)/3 =

0.052% — 0.425z + 1.15

Costo computazionale

e Per calcolare
" x — x;
L= [ —%
i=0,i#k Tk — i
per il den. e numeratore sono
necessari n-1 prodotti. O(2n2)

* Non € possibile usare lo schema di
Horner

e Se si aggiunge un punto di
osservazione, occorre ricalcolare
tutti gli Li(x)




e Ricaviamo una diversa
rappresentazione del polinomio di
interpolazione con minore
complessitd computazionale e in
modo da poter derivare un
polinomio di grado superiore da
quello di grado inferiore.

Differenze divise

e Se n=0
— Abbiamo un solo punto (xg, yo)
— po(x) = yo I
e Sen=1 | " ]

— Abbiamo 2 punti (zo,v0), (x1,y1)

— Il polinomio cercato € la retta passante
peridue punti

Y1 — Yo
- p@)=yw+——"(x—
x1 — xg




Differenza divisa relativa ai nodi xqg, 1

Se si sta interpolando una funzione siha y; = f(x;)
e siindica come

Flegay] = fxo) — f(@1)
o — I1
Proprietda
e Simmetria
f[xoxl] — f(CUO) - f(ﬂfl) — f(x]_) — f(xo) _ f[mle]
o —I1 r1 — xQ
e Ricorsivita
flrozixo] = flwoz1] = flry22] Ordine 2
ro — x2

Floozy ... om] = flroz1 ... xm_1] — flz122.. .sz]. Ordine m
o — Tm

flzol = f(zo) Ordine 0




Tabella delle differenze divise

zo  flzo]

1 flz1]  flzozil

o flza]  flrizo]  flrowies]

3 flza] fleozs]  fleizoxs]  flroxizows]

ra flxa]l flezzal  fleozazs]  flrizozszs] flrorizoasza)
Esempio. g =0, z1 =1, 22 = 3; f(xg) = 1,

f(x1) =3, f(zp) =2

ol
1|z 1=3_,
0—1
3-=2 I 5=
3l 222 _2f 2-1/2_ 1
1-3 21 0-3 2

Polinomio di interpolazione
nella forma di Newton

 Si dimostra che il polinomio

pn(z) = flzol + flzozal(z — z0) + flrozizal(z —z0)(z —21) + . ..
o flzoz1 . con](z —20) (X — 1) ... (2 —2p_1)

e il polinomio di interpolazione della
funzione f neinodi zg, ..., Tn




Osservazioni

* Si puO costruire in Modo ricorsivo:
pe+1(x) = pp(@)+flrozy .. . 2pp1](z—20) . .. (z—1y)
dove pr(x) € il polinomio di

interpolazione di grado k sui k +1
nodi zo, ---, T,

Vantaggi della
rappresentazione di Newton

e Aggiungere un nodo, cioe cercare il
polinomio di interpolazione di grado
superiore, comporta I'aggiunta di una
riga della tabella delle differenze divise;

* || polinomio puo essere valutato
mediante lo schema di Horner;

* La complessita computazionale € la
meta rispetto alla rappresentazione di
Lagrange.




Esempio di prima
xg = 2,1 = 2.5,20 = 4. Si vuole trovare il
polinomio di interpolazione di secondo grado

di f(z) =1/z.
=yo=05 y; =04 yo=0.25

2 0.5
0.4-05 __
25 04 0405_ 0>
4 0.25 0355%4 —_0.1 —041_-20.2 — 0.05

p2(x) = f(zo0) + flzox1](x —20) + flroz122] (2 —20) (2 —21)

pa(z) = 0.5 — 0.2(x — 2) + 0.05(zx — 2)(z — 2.5)
po(x) = 1.15 — 0.4252 + 0.05z2

Grafico

\ y = p2(x)

1
Y=
T

»
'




Osservazioni

* In generale, se f(z) & un polinomio
di grado non superiore ad n, allora

e Altrimenti il polinomio di
interpolazione assume valori diversi
dalla funzione.

* Funzioni diverse possono avere |o
stesso polinomio di interpolazione.




Errore di interpolazione

R(z) = f(z) — pn(x)
R(z;) =0 main generale R(z) #0

e Se feC"([a,b]), 20, zn € [a,b] i
dimostra che

= w(z) 41
RG) = 25O

w(z) =(x —x20)(x —21)...(x — 1)

Grafico dell’errore
g = 2,21 = 25,20 =4, f(z) =1/x,2 € [1,5],
po(z) = 1.15 — 0.425x + 0.05z2.

y = R(z) = f(x) — p2(x)




Stima dell’errore

w(x)
(n+1)!

w(x) =(x—20)(x —21)...(x —xn) €€ [a,b]
Se f e c"t1([a,b]), allora esiste M tale che
@) < M

R(z) = — 2" T1l(e)

Anche w € C([a,b]), quindi esiste w* tale che
lw(z)] < w*

M k
‘ |R(x)| < (n —|—wl)| Vz € [a, b]

Fattori che influiscono sull'errore

w(x)
(n+1)!

R(z) = ——f"T1(9)

e La regolaritd della funzione I

* || numero di punti su cui si interpola e
quindi il grado del polinomio di
intepolazione;

e La funzione w(z) = (z — 20)(x — z1)...(x — zn)
che dipende solo dai punti x;




Possibili strategie per
minimizzare |'errore

1. Aumentare il numero di punti

— Significa aumentare il grado del
polinomio di interpolazione

2. Rendere la quantitd w(x) piv
piccola possibile.
— significa cercare i nodi che rendono
la funzione w(z) = (x — zg)(z — 21)...(x — zp)
piU piccola possibile

Primo caso

e E' vero che se aumentiamo il grado
del polinomio noi rendiamo piu
piccolo I'erroree

e Larisposta € NO




Controesempio

1
1+ 2522
ze[-1,1] m;=-1+—-i=0,..,n

 Funzione di Runge |f(z) =

y = ps(x
& y = ps(x)

y = f(x)

Y= R(x)

L '
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* Quindi non si puo affermare che
aumentando il grado del polinomio
di interpolazione la funzione venga
approssimata con piu accuratezza

Secondo caso

e Cerchiamo direndere minima la
quantitd

w(z) = (x —z0)(x —x1)...(x — )

z) — _w@) ot
R(x) = (n+1)!f (&)

Mw*
|R(33)| < m




Polinomi di Chebychev

e Sono polinomi di grado crescente
definitiin [-1,1]

Tn(x) = cos(narccos(x))

* Per n=0
To(z) =1

* Per n=1
Ti(x) ==z

Formule ricorsive

Si ottengono dalle formule di somma e sot-
trazione del coseno. Posto 6 = arccos(x),
Tn(0(x)) = cos(nb),

Th41(0) = cos((n+ 1)8) = cos(nh) cos(f) — sin(nd) sin(6)
T,_1(8) = cos((n —1)8) = cos(nh) cos(8) + sin(nd) sin(6)

= T+1(0) = 2cos(nd) cos(8) — 1),—1(9)

s

Tyy1(x) = 22Th(x) — T 1(x)




Ty1(2) = 22Tn(2) — Ty1(2)

Tp(z) =1
Ti(x) ==
. 5
Ts(z) = 2z°—1
Ts(z) = 423 -3z
Ta(z) = 8z*—8z2+1
Tes(z) = 16z° —20z> + 5z

Osservazione

e || coefficiente della x di grado
massimo per il ploinomio di
Chebychev digradon &

27’1,—1




Zeri dei polinomi di Chebychev

Tn(x) = cos(narccos(x)) =0

- =
narccos(x)zg-l—lm k=0,1,...,n—1
2k+1
xkzcos<u> k=0,...n—1
2n
-1 1

Estensione del polinomi di
Chebychev

* Abbiamo definito i polinomi di Chebychev
in [-1,1]

* Li possiamo definire in qualunque intervallo
[a.b]

—1

H @
[a,b] — [-1.1] || [a,b]+— [-1,1]

:b—a_b—a 2 2

r — t




2k + 1)«

) k=0,...n—1
2n

tp = cos(

|

Tl —

(b;a) COS((Qk—I— 1)7‘(‘) n a+b

2n 2

Teorema

Se sp(x) € un polinomio monico (ossia con co-
efficiente di 2™ uguale a 1) di grado n definito
in [—1,1], si ha che

1
max x)| < max sn(x
ze[~1,1]12n—1 In( )’ 11]| n(@)]
e vale che
max |——=T1h(x ‘—
ze[-1,1] 12n—1 n(z) n—1




Osservazione

* || polinomio 2n1_1Tn(w) ha le
seguenti proprietd:
— E digrado n;
— E monico (il coefficiente di =™ del
polinomio Tn(x) & proprio 271 );

— Si annulla negli n zeri di Chebychev
tp = COS <W> k=0,..,n—-1
2n
1

E

Sn—1in(®) = (@ —t0)( — t1)...(x — tn-1)

Conclusione

* |l polinomio w(z) = (z — zg)(z — 21)...(x — zn)

e monico. Per il teorema precedente
si ha

1
T = max_( <max @ = w*
27’L— ZEE[—].,].] E[_]-:1]

(@ —t0) (@ — t1)en( — ty_q) 77PN @ m @) T = )

Perrendere W  piu piccola possibile dobbiamo scegliere come nodi

gli zeri dei polinomi di Chebycev. In questo caso si ha anche

~



Esempio di Runge

Pol. di Newton: nedi equispaziali Pol. di Newton: nodi di Chebyshev
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