ESERCIZI SUI NUMERI FINITI

1. Rappresentare in "fixed point" ((=2, t+1=16) i numeri  (-936)10,  (1824)10, (1023)10, (-31128)10.

2. Rappresentare il numero (-13.124)10 come numero finito in semplice precisione (4 byte)  oppure in doppia precisione (8 byte) secondo lo standard Ansi IEEE. Ripetere l'esercizio per i numeri (385.375)10, (3.141592)10, (0.33333)10 .

3. Dire quale intero è rappresentato da questa sequenza di bit , assumendo (=2, t+1=16:

1001011100011001

Dire quale numero floating point è rappresentato dalla seguente sequenza di bit, assumendo che il numero sia codificato in 32 bit secondo lo standard IEEE:

10001101101110011000010000000000

4. Calcolare errore assoluto e relativo commesso nell’approssimare (*  con (
(* =( , (=22/7

(* =( , (=3.1416

(* =sqrt(2), (=1.4142

5. Trovare il più piccolo intervallo in cui  (  deve stare per approssimare (* = sqrt(2) con un errore relativo al più pari a 10-4
6. Assegnati i seguenti numeri finiti ((=10, t=4, arrotondamento) determinare, operando nell'aritmetica dei numeri finiti, in numeri:

fl(x1+x2)

fl(x3+x4)

fl(x3-x2)

fl(x1 . x1)

fl(x5/x3)

fl(x3-x4)

fl(x6+x7)

fl(x6+x8)

fl(x9 . x10)

fl(x11/x6)

con x1= .8846 104, x2=.1250 10-2, x3=.4037, x4=.4038, x5=.5000 102, x6=.1234 103, x7=.3219 106,x8=.4567, x9=.1234 10, x10=.2468 102, x11=.5678 10.

7. Verificare che nell'aritmetica finita con t=2 e (=10 (troncamento) vale:

fl(fl(.10 10+ .99 10) +.10) ( fl(.10 10 + fl(.99 10 + .10))

fl(fl(.20 10 + .99 10) - .2 10) ( .99 10

fl(fl(.91 10 x .92 10)+ fl(.91 10 x .10)) ( fl(.91 10 x fl(.92 10 + .10 ))

fl(.20 10 x .90 10 ) = fl( .20 10 x .91  10) ma .90 10 ( .91 10

fl(.30 10 x fl(.10 10/.30 10))(.10 10

fl(.10 10 + .10 10-1) = fl(.10 10 + .90 10-1) ma .10 10-1 < .90  10-1  (ossia x<y ( fl(x+z) (fl(y+z))

fl(.99 + .10 10-1 ) = fl(.10 10 + .20 10-1) ma .99 < .10 10 e .10 10-1<.20 10-1 (ossia, se x<z e y<w fl(x+y)(fl(z+w))

fl(.20 10 x .90 10) = fl(.20 10 x .91 10) ma .90 10 < .91 10 e .20 10 >0 (ossia, se x>0 e y<z (fl(xy)(fl(xz))

8. Verificare che, se (=10, t=2, l'equazione  .21 10 x= .20 10 ha come soluzioni .96, .97, .98, .99; l'equazione  .21 10    x= .22 10 non ha soluzione e .21 10 x= .23 10 ha un'unica soluzione x=.11 10

9. Mostrare che se si considera aritmetica in base 10 con t=2 cifre per la rappresentazione della mantissa e rappresentazione per troncamento, per i numeri x=0.91 101, y= 0.92 101 e z=0.10 100 non vale la proprietà distributiva, ossia fl(x fl(y+z))( fl(fl(xy)+fl(xz))

10. Con il metodo dell'analisi in avanti degli errori, determinare l'errore algoritmico relativo nel caso del calcolo delle espressioni:   

(x  y)  z  

x  (y  z)

11. Si consideri un elaboratore con aritmetica finita caratterizzata da base 10, 4 cifre per la rappresentazione della mantissa (t=4) e aritmetica con arrotondamento. Dati i tre numeri:

a=.1580

b=.626633678429 102

c=.8999  104
sommarli prima in ordine crescente, poi in ordine decrescente, confrontando i risultati ottenuti con il risultato esatto.

12. Valutare l'errore inerente e algoritmico nel calcolo dell'espressione:

i. ____     _

f(x)=1/( ((x+1}-(x  )              x(0

13. Riformulare l'espressione in modo da evitare cancellazione. Valutare quale delle due formulazioni  è più stabile per x=104 e x=10-4.

14. Valutare l'errore inerente nel calcolo dell'espressione e dire se esistono valori di x per cui si ha mal condizionamento:

                             _____

f(x)=1/(( (x4+1)-x2)

15. Calcolare l'errore algoritmico nel caso in cui l'espressione sia valutata secondo la formulazione con cui è espressa. Riformulare
l'espressione in modo da evitare cancellazione.

16. Valutare l'errore inerente nel calcolo dell'espressione:

                              __    __      __    __

f(x,y)= (( x+ ( y )/(( x- ( y)

17. Calcolare l'errore algoritmico nel caso in cui l'espressione sia valutata secondo la formulazione con cui è espressa. Esiste una formulazione più stabile?

18. Valutare l'errore inerente nel calcolo dell'espressione:

f(x)=e x/(x-1) 
Esistono valori di x per cui il calcolo della funzione è mal condizionato?

Calcolare l'errore algoritmico nel caso in cui l'espressione sia valutata secondo la formulazione con cui è espressa.

Esistono valori di x per cui l'algoritmo è numericamente stabile? (Provare per x=2 e per x=-2).

19. Fare l'analisi dell'errore totale delle seguenti espressioni, dicendo per ciascuna di esse quale è il modo più conveniente di calcolarle:

(x+y)+z      x+(y+z) 

(xy)z            x(yz) 

(a+b)/2         a+(b-a)/2                  (a<b) 

       ____                             ____

(p-(p2+4)/2            -2/( p+(p2+4)

x(y+z) 

 xy+xz 

20. Trovare un modo per riformulare le seguenti espressioni in modo da evitare cancellazione (|x|<<1):

(1+2x)-1  - (1-x) (1+x)-1
(1+x2)1/2 - (1-x2)1/2
sin(1+x) -sin(1) 

21. Con il metodo dell'analisi in avanti dell'errore determinare una maggiorazione dell'errore relativo di arrotondamento per le espressioni 

x+y+z

xyz

x2-y2
(x+y) (x-y)

Si suppone di lavorare in aritmetica finita con base 10 e t=8.

22. Operando con base 10 e t=5 in aritmetica finita, determinare le radici dell'equazione  x2-56x+1=0 e dell'equazione x2 + 111.11 x +1.2121=0. Operando con base 10 e t=8, determinare le radici di x2-10 x +1=0 e di x2+1000.01 x -2.524531500.

23. Si calcoli  y15=  ( 0 1   x15  /(4x+1) dx, usando la formula di ricorrenza:

y0= 1/4 loge5 ; yn=1/(n+1) - 4 yn+1

ESERCIZI CON MATLAB

24. Si considerino le seguenti approssimazioni delle funzioni sen(x) e cos(x)

sin(x)= x –x3 /3! + x5 /5!

cos(x)= 1- x2 /2! +x4 /4!

25. Realizzare uno script Matlab che calcola gli errori assoluti e relativi delle precedenti approssimazioni per       

x=-2, -1,0,1,2 

Determinare empiricamente l’ordine di accuratezza delle approssimazioni.

26. Realizzare una funzione Matlab che calcola il valore del polinomio p(x)=(x-1)6 utilizzando la formula

p(x)= x6 –6 x5 +15 x4 –20 x3 +15 x2 –6 x +1

e ne realizza il grafico in [1- d, 1+d], per d=.1, .01,.008,.007,.005, .003. Cosa succede al diminuire di d? Spiegare il comportamento osservato.

27. Realizzare una funzione Matlab che calcola il valore del sen iperbolico sinh(x) tramite la relazione:

sinh(x)= (exp(x)-exp(-x))/2

Si confronti con la funzione Matlab sinh(x) (che assumiamo essere il valore esatto del seno iperbolico) e si realizzi il grafico dell’errore assoluto e relativo per x=10.^(-12:12). Quale è la causa di errore per valori piccoli di x?

28. La costante ( di Eulero è definita come

limn((  (n                  (n =[1 + ½ + ¼ + …+ 1/n –log(n)]

Realizzare uno script Matlab che esegue il calcolo della successione  (n   per n=10.^(0:2:16). Discutere i risultati ottenuti dopo averli visualizzati graficamente.

29. Si calcoli la funzione di Bessel   J20  in  x=1 usando la formula di ricorrenza:

Jm+1 = 2m Jm - Jm-1      

ove J0  e J1 sono ottenuti con la funzione di Matlab besselj(0,1) e besselj(1,1) rispettivamente.

Valutare se i risultati ottenuti sono attendibili (confrontarli con i valori ottenuti usando la funzione di Matlab besselj(m,1)).

30. Valutare l'integrale della funzione xn / (4x+1) nell'intervallo (0,1) mediante la formula di ricorrenza 

yn  =  1/4 (1/n –yn-1 )

con y0 = 1/4 ln(5) oppure mediante la formula

yn  = 1/(n+1) - 4 yn+1 

partendo da un valore di yn+1  nullo con n abbastanza grande. Confrontare le due formule per effettuare il calcolo di y20 e dire quale delle due è più stabile.

31. Valutare exp(x)  con x= [x] + f     ove f=x-[x] (parte decimale) , calcolando con lo sviluppo in serie di Taylor               ( exp( f/[x]+1 )) [x ]
32. Valutare l'espressione y=((x+1)2 -1)/x per valori di x=10-i,  i=1,2,3,… Commentare i risultati ottenuti, tenendo conto che l'espressione precedente può essere semplificata a y=x+2.

33. Calcolare la sequenza di Fibonacci fino al termine F100 nei due seguenti modi:

usare F0=F1= 1 e Fn+1=Fn+ Fn-1
usare Fn= 1/ sqrt(5) ( ((1+sqrt(5))/2)n - ((1-sqrt(5))/2)n) 

34. Per il calcolo di ( si possono usare differenti metodi:

Sviluppo in serie di arctan(1)= (/4:

(= 4 (1-1/3+1/5-1/7+1/9-.....)

Sviluppo in serie di arcsin (1/2)= (/6:

(= 6 (.5 + (.5)^3 / (2x3) + (1x3)(.5)^5 /(2x4x5)+ (1x3x5)(.5)^7 /(2x4x6x7)+.....)

Metodo di Wallis:

p0 =2

pi = pi-1 (4 i 2 /(4i2 -1))    i=2,3,4,....

con lim pn= (.

n->(
Metodo di Archimede. Nella circonferenza di raggio 1 vengono inscritti successivamente dei poligoni regolari di 2p lati, per p=2,3,4,....L'area di ciascun poligono è data dal prodotto di 2p per l'area di ciascun triangolo che lo costituisce. Se indichiamo con ( l'angolo al centro. L'area di ogni triangolo è data da 1/2 sin((). I valori di sin(() sono calcolati con la formula:

                              ___________

sin(()= ( (1-cos(2())/2

                  ________                                                           __

e cos(()=( 1-sin(()2.   Partendo da sin((/4)=cos((/4)=1/( 2,   si itera il procedimento.

Regola dei trapezi: si approssima (/4 con la somma delle aree dei trapezi di altezza 1/n inscritti in un quarto di cerchio di raggio unitario.

Metodo di Montecarlo. Il valore di ( è approssimato nel seguente modo. Si generano n coppie di numeri casuali compresi tra 0 e 1. Siano in e tn rispettivamente il numero di punti di coordinate (x,y) interni al quarto di cerchio inscritto nel quadrato di lato 1 e il numero totale di punti considerato. Si approssima  (  mediante pn= 4 in/tn. 

Studiare sperimentalmente la stabilità e l'efficienza di almeno tre di questi metodi (tempo necessario, precisione ottenuta, tipo di errori generati,...).

