GRAFICA 3D

Per poter costruire il grafico di una superficie f(x,y) su un dominio rettangolare [a,b]x[c,d], è necessario in primo luogo costruire una griglia di punti su cui andare a valutare la funzione f(x,y). Entro MATLAB è possibile costruire una griglia regolare rettangolare a maglia regolare rettangolare.

Consideriamo la funzione in due variabili x e y, data da:

f(x,y)= 0.5*(3*x2+3*y2 + 2*x*y)+ x + y +1

Questa è una forma quadratica associata alla matrice 

» G =[     3     1

               1     3]

al vettore

» q=[1 1]'

e allo scalare

» c=1

che si può scrivere in forma matriciale come

0.5*(z’*G*z)+q’*z+c              con    z=[x y]’

Per costruire una tabulazione del dominio [-5,5]x[-5,5],  si usa la funzione meshgrid: essa permette di definire in due matrici le ascisse e le ordinate dei punti in cui deve essere valutata la funzione di due variabili;

x=-5:0.1:5;y=-5:0.1:5;

[X,Y]=meshgrid(x,y);

La funzione meshgrid trasforma due vettori x e y in due matrici (in questo caso X e Y) in cui gli elementi X(i,j) e Y(i,j) sono l’ascissa e l’ordinata del punto (i,j) della griglia. In altre parole:

X=[x; x; x; …; x]

Y=[y y y y … y]

Si calcola a questo punto la funzione, creando la function  quadratica.m

function Z=quadratica(X,Y,G,q,c);

% funzione quadratica;

% Ci sono due modi per crearla

% I modo

%[m,n]=size(X);

%for i=1:m

%   for j=1:n

%      z=[X(i,j),Y(i,j)]';

%      Z(i,j)=0.5*z'*G*z+q'*z+c;

%   end;

%end;

% II modo: preferibile entro MATLAB

Z=0.5*(X.*X*G(1,1)+Y.*Y*G(2,2)+2*X.*Y*G(1,2))+X*q(1)+Y*q(2)+c;

che viene richiamata con 

Z=quadratica(X,Y,G,q,c);

Infine è sufficiente usare il comando mesh (oppure surf, che ha lo stesso comportamento) per visualizzare la superficie:

mesh(X,Y,Z);

La rappresentazione grafica di mesh è l’analogo in più dimensioni del comando plot. In questo caso si raccordano i punti a quattro a quattro con pezze piane (parti di piano che passano per quattro punti).

Se si utilizza la funzione surf le parti di piano vengono colorate opportunamente.

Riassumiamo la procedura eseguita in un M-script file superf.m:

G=[3 1;1 3];

q =[1 1]';

c=1;

x=-5:0.1:5;

[X,Y]=meshgrid(x,x);

Z=quadratica(X,Y,G,q,c);

mesh(X,Y,Z);

xlabel(‘x’);ylabel(‘y’);zlabel(‘z’)

Si possono usare le istruzioni title, xlabel, ylabel, zlabel, text,… per abbellire il grafico; axis permette di scalare il grafico in modo non automatico, grid on di abilitare una griglia,…

colorbar('vert') colorbar('horiz')

Colorbar permette di visualizzare lo spettro dei colori accanto alla superficie.

Se non si cambia la mappa dei colori rispetto al default, il rosso indica i picchi e il blu indica le valli. Questo vale anche per le linee di livello.

Si può anche usare direttamente il comando:

mesh(x,y,Z);

ove Z è calcolata in modo che Z(i,j)  è il valore della funzione ottenuto da x(j) e y(i), ossia:

n=length(x);

m=length(y);

for i=1:m

   for j=1:n

      z=[x(j),y(i)]';

      Z(i,j)=0.5*z'*G*z+q'*z+c;

   end;

end;

Se si usa

x=linspace(-5,5,n);

y=linspace(-5,5,m) ;

[X,Y]=meshgrid(x,y) ;

Z=quadratica(X,Y) ;

X  e Y sono matrici mxn ove in ogni riga di X è replicato il vettore x e in ogni colonna di Y è replicato il vettore y.

Se si vuole vedere la superficie da un’altra angolazione si può usare la funzione 

view(angolo, elevazione)

ove angolo rappresenta l’angolo tra l’asse delle y e il punto di vista misurato sul piano coordinato x-y e elevazione è l’angolo tra il piano coordinato x-y e il punto di vista.

Gli ultimi valori di angolo ed elevazione usati correntemente  si ottengono mediante l’istruzione

[angolo,elevazione]=view

In genere angolo=-37.5 e elevazione=30.

Aumentando angolo ci si sposta verso l’asse delle y.

rotate3d on
permette di ruotare interattivamente la superficie sulla finestra corrente mediante il mouse;

rotate3d off
disabilita la rotazione interattiva.

rotate3d(fig)
abilita la rotazione interattiva della superficie posta nella figure di numero fig.
Il comando 

surf(X,Y,Z)

è analogo a mesh (si colorano le pezze piane).

Per visualizzare le linee di livello della superficie si usa il comando

contour(X,Y,Z)

contour(X,Y,Z,n)

contour(X,Y,Z,v)

Se è presente il parametro n, vengono visualizzate n linee di livello; se è presente il vettore v, vengono visualizzate le linee di livello corrispondenti ai valori di v.

Per visualizzare etichette sulle linee di livello è necessario dare le seguenti istruzioni: la prima disegna le linee di livello e memorizza in C e H le informazioni per posizionare le etichette corrispondenti ai livelli e la seconda visualizza le etichette nella finestra grafica.

» [C,H]=contour(X,Y,Z);

» clabel(C,H);

Altre istruzioni per le linee di livello (con gli stessi parametri) sono:

contour3

visualizza le linee di livello nello spazio 3D

surfc,meshc
visualizza la superficie e le linee di livello sul piano x-y

pcolor
visualizza sul piano x-y una mappa colorata ove ogni colore corrisponde a un diverso valore della superficie;


con 


pcolor(X,Y,Z); hold on; contour(X,Y,Z); hold off


si può completare la mappa con le linee di livello.

Con 

surf(X,Y,Z); hold on; pcolor(X,Y,Z), hold off;

si visualizza la superficie e la mappa sul piano x-y.

Alcune altre istruzioni utili in grafica 3D sono:

meshz
come mesh, ma vengono disegnati bordi della superficie

hidden off
permette di visualizzare anche le linee nascoste; viene riabilitata la non visualizzazione delle linee nascoste con hidden on

surfl
visualizza una superficie illuminata; in tal caso conviene usare l’istruzione 

shading flat ;

che elimina la griglia dalla superficie; per tornare alla visione normale usare 

shading faceted; (in questo caso ogni casella è colorata uniformemente)

L’istruzione 

shading interp usa in ogni casella una interpolazione bilineare dei colori assegnati ai quattro vertici della casella stessa.

Con surfl, pcolor, … può essere conveniente cambiare la mappa dei colori; ciò viene fatto con l’istruzione colormap, indicando tra parentesi una matrice che fornisce la mappa; esistono alcune mappe predefinite, date da 

colormap(hot)

colormap(gray)

colormap(hsv)

colormap(cool)

colormap(copper)

colormap(pink)

colormap('default')   

permette di riottenere la mappa di default, che è la jet.

map=colormap

permette  i valori della mappa corrente.

La mappa dei colori è una matrice di tre colonne con numero di righe dipendente dalla mappa scelta; ogni riga rappresenta un colore e i tre valori di ogni riga sono tre numeri tra 0. e 1. che rappresentano l'intensità dei tre colori di base (Red, Green, Blu o RGB) che serve a formare il colore corrispondente alla riga. Per esempio, [0 0 0] è nero, [1 1 1] è bianco,  [1 0 0] è  rosso puro, [.5 .5 .5] è grigio.

plot3(x,y,z)
produce la curva 3D che unisce i punti di coordinate x,y,z

fill3(x,y,z,’c’)
disegna un poligono di coordinate x,y,x e lo riempie del colore ‘c’ specificato

» sphere

» sphere(n)
disegna una sfera di raggio unitario; se n è omesso viene assunto uguale a 20.

» [X,Y,Z]=sphere(n) 

» [X,Y,Z]=sphere(n)
genera tre matrici quadrate di ordine n+1 che servono per descrivere una sfera di raggio 1; si disegna con surf(X,Y,Z); se n è omesso viene assunto uguale a 20.

» cylinder

» cylinder(R)

»cylinder(R,n)
disegna un cilindro di altezza unitaria; se è presente R, allora R diventa la curva generatrice, ossia R contiene i raggi delle varie circonferenze del cilindro; se n è omesso è assunto uguale a 20.
» [X,Y,Z]=cylinder

» [X,Y,Z]=cylinder(R)

» [X,Y,Z]=cylinder(R,n)
genera tre matrici corrispondenti a un cilindro di altezza unitaria; se è presente R, allora R diventa la curva generatrice, ossia R contiene i raggi delle varie circonferenze del cilindro; n è legato alle dimensioni delle matrici; se è omesso è assunto uguale a 20. Si disegna il cilindro con surf(X,Y,Z).
La superficie presa precedentemente in esame è una forma quadratica definita positiva:

f(x,y)= 0.5*(3*x2+3*y2 + 2*x*y)+ x + y +1 = 0.5*(z’*G*z)+q’*z+c              

con    z=[x y]’,   

» G =[     3     1

               1     3]

» q=[1 1]'

» c=1

Infatti gli autovalori di G sono 2 e 4, entrambi positivi e la matrice degli autovettori e' una matrice ortogonale (l’inversa è uguale alla trasposta).

In questo caso G*V=V’*D.

» [V,D]=eig(G)

V =

   0.70710678118655   0.70710678118655

  -0.70710678118655   0.70710678118655

D =

     2     0

     0     4

La funzione ha un solo minimo ed è strettamente convessa (il piano tangente alla superficie in un punto x sta sempre al di sotto della superficie in ogni punto y diverso da x).

Analizziamo altri casi  (per tutti si pone c=0; q=[0,0]’):

· G e' una matrice identità (ancora una forma quadratica definita positiva, in cui le linee di livello sono circonferenze invece che elissi)

· G=[4 0; 0 0] (forma quadratica semidefinita positiva; in tal caso ci sono infiniti minimi, la funzione è convessa); se il vettore q è non nullo la funzione può non essere limitata inferiormente o avere infiniti minimi.
· G=[-1 0; 0 –3]  (forma quadratica definita negativa; c’è un solo massimo e la funzione è strettamente concava)

· G=[-1 0; 0 0] (forma quadratica semidefinita negativa; ci sono infiniti massimi e la funzione è  concava): se il vettore q è non nullo la funzione può non essere limitata superiormente o avere infiniti massimi.
ESEMPI

1.

»t=0:pi/50:10*pi;plot3(sin(t),cos(t),t);

2. 

» x=-8:.5:8;y=x;

» [X,Y]=meshgrid(x,y);

» R=sqrt(X.^2+Y.^2)+eps;Z=sin(R)./R;

» mesh(Z)

3.

» Z=peaks;

» contour(Z,20)

» contour3(Z,20)

» pcolor(Z);colormap(hot);

» hold on;contour(Z,20);hold off;

(peaks è una funzione predefinita entro Matlab, usata per dimostrazioni ed esempi)

4.

» Z=peaks;surfc(Z);

» meshc(Z)

» meshz(Z)

» surfl(Z);shading interp;colormap(pink)

5.

» mesh(Z+7);hold on;pcolor(Z);hidden off;

» view(-7,80)

» view(-90,0)

» view(-7,-10)

6.

» fill3(rand(3,1),rand(3,1),rand(3,1),'m')

7.

» t=0:pi/10:2*pi;[X,Y,Z]=cylinder(2+cos(t));

» surf(X,Y,Z)

TRIANGOLAZIONI

Supponiamo di generare due tabelle 20x20 di elementi generati a caso nell’intervallo [-1,1]:

X=-1+2*rand(20,20);

Y=-1+2*rand(20,20);

Si è utilizzata la trasformazione lineare

a+(b-a)rand(m,n)

per estrarre una tabella di mxn valori casuali in [a.b] . Infatti rand() genera valori pseudocasuali distribuiti uniformemente nell’intervallo [0,1]. Vogliamo usare X(i,j) e Y(i,j)  come ascissa e ordinata della funzione che viene così calcolata:

Z=exp(-5*X.^2-5*Y.^2);

L’istruzione 

plot3(X,Y,Z, ‘.’)

visualizza i valori assunti dalla funzione nello spazio tridimensionale.

Per fare un grafico più dettagliato si può creare una triangolazione associata all’insieme dei punti generati, in modo da costruire una serie di pezze passanti per quote relative ai tre vertici di ogni triangolo.

Tale triangolazione, detta di Delaunay,  può essere realizzata mediante il diagramma di Voronoi. In Matlab, tale triangolazione può essere realizzata nel seguente modo:

figure(1)

TRI=delaunay(X,Y);

trisurf(TRI,X,Y,Z) ;    % trimesh(TRI,X,Y,Z)

figure(2)

% visualizzazione del diagramma di Voronoi

voronoi(X,Y) ;

figure(3) ;

% per visualizzare la triangolazione di Delaunay

plot(X,Y,’.’) ;

hold on ; trimesh(TRI, X,Y,zeros(size(X))); hold off

Dato un insieme P di punti del piano, una cella di Voronoi relativa a  un punto p contiene l’insieme dei punti del piano che sono più vicini a p che ad ogni altro punto dell’insieme P. L’unione dei bordi delle celle di Voronoi si chiama diagramma di Voronoi. La triangolazione di Delaunay dell’insieme P ha la proprietà che il cerchio circoscritto a ogni triangolo non contiene nessun altro punto di P. Matematicamente è la struttura duale del diagramma di Voronoi.

