ISTRUZIONI PER IL TRATTAMENTO DELLE MATRICI SPARSE IN MATLAB

Le matrici sparse sono una classe speciale di matrici con la caratteristica di contenere un significativo numero di elementi nulli.

Sotto Matlab è possibile manipolare matrici sparse, memorizzandole in forma compatta, ossia memorizzando solo gli elementi non nulli insieme ai loro indici. Ciò consente di ridurre il tempo di calcolo eliminando operazioni su elementi nulli.

Consideriamo una matrice m x n con nnz elementi non nulli. Matlab usa tre array per memorizzare internamente matrici sparse a elementi reali:

· il primo array contiene solo gli elementi non nulli della matrice, memorizzati in modo ordinato per colonne; la lunghezza di tale array è nnz;

· il secondo array contiene gli indici delle righe in cui stanno i corrispondenti elementi del primo array;

· il terzo array contiene puntatori interi agli inizi di ogni colonna nel primo e secondo array; la sua lunghezza è n, la dimensione per colonne della matrice;

In totale servono nnz locazioni per memorizzare numeri floating point e nnz+n locazioni per memorizzare interi. In totale: 8*nnz+4*(nnz+n) bytes. Matlab usa ulteriori 4 locazioni per memorizzare le dimensioni della matrice sparsa (ossia m e n).

Con il comando whos si hanno informazioni generali sullo spazio di memorizzazione richiesto, la dimensione delle matrici e la classe.

Per densità di una matrice si intende il rapporto tra il numero di elementi non nulli e il numero totale di elementi della matrice. Se tale valore è basso è conveniente usare la memorizzazione sparsa. 

Creazione di matrici sparse

Conversione di matrici da dense a sparse

L’istruzione

B= sparse(A)  

ove A è una matrice densa, memorizzata completamente; converte la matrice A a memorizzazione sparsa. 

L'istruzione

A=full(B)

esegue l'operazione contraria, ossia converte una matrice con memorizzazione sparsa a memorizzazione  densa.

ESEMPIO

» A=[0 0 0 5

0 2 0 0

1 3 0 0

0 0 4 0];

» B=sparse(A)

B =

   (3,1)        1

   (2,2)        2

   (3,2)        3

   (4,3)        4

   (1,4)        5

Creazione diretta di matrici sparse

S= sparse(i,j,s,m,n,nzmax)

ove  i e j sono vettori che contengono gli indici di riga e di colonna degli elementi non nulli della matrice; s è il vettore dei valori non nulli la cui posizione entro la matrice è specificata dalla coppia corrispondente (i,j).  Se i vettori i e j  assumono più volte la stessa coppia di valori, gli elementi corrispondenti di s vengono sommati.
m,n sono le dimensioni della matrice; se omesse, viene preso m come il più grande valore entro il vettore i e n come il più grande valore nel vettore j. 

nzmax è il numero di elementi non nulli della matrice; se l'argomento è omesso, esso viene preso uguale a length(s). nzmax può essere definito come più grande di length(s) per poter aggiungere in seguito nuovi elementi non nulli senza alterare la richiesta di memoria.

sparse(m,n)  genera una matrice nulla di dimensioni m x n.

ESEMPIO

» S=sparse([3 2 3 4 1], [1 2 2 3 4],[1 2 3 4 5],4,4)

S =

   (3,1)        1

   (2,2)        2

   (3,2)        3

   (4,3)        4

   (1,4)        5

» full(S)

ans =

     0     0     0     5

     0     2     0     0

     1     3     0     0

     0     0     4     0

ESEMPIO. Rappresentazione dell’operatore delle differenze seconde.

» D=sparse(1:n,1:n,-2*ones(1,n),n,n);

» E=sparse(2:n,1:n-1,ones(1,n-1),n,n);

» S=E+D+E'

S =

   (1,1)       -2

   (2,1)        1

   (1,2)        1

   (2,2)       -2

   (3,2)        1

   (2,3)        1

   (3,3)       -2

   (4,3)        1

   (3,4)        1

   (4,4)       -2

» full(S)

ans =

    -2     1     0     0

     1    -2     1     0

     0     1    -2     1

     0     0     1    -2

Le seguenti istruzioni determinano la struttura di una matrice sparsa e poi la riassemblano:

» [i,j,s] = find(S);

» [m,n] = size(S);

» S = sparse(i,j,s,m,n);

Per fare ciò se l'ultima riga e colonna hanno elementi non nulli si può usare:

» [i,j,s] = find(S);

» S = sparse(i,j,s);

Tutta l'aritmetica di Matlab (operazioni aritmetiche, logiche, operazioni su indici) può essere applicata a matrici sparse o a matrici sparse e dense.

Operazioni su matrici sparse forniscono matrici sparse, operazioni su matrici dense forniscono matrici dense.

Nella maggior parte dei casi, operazioni tra matrici sparse e dense forniscono matrici dense. Fanno eccezione le situazioni in cui il risultato è strutturalmente sparso, per esempio A.*S, ove S è sparsa ha un risultato almeno sparso quanto S. La complessità computazionale di algoritmi su matrici sparse è proporzionale a nnz, il numero di elementi non nulli delle matrici coinvolte.

Si può creare una matrice sparsa anche basandosi sulle sue diagonali.

S=spdiags(B,d,m,n)

crea una matrice sparsa m x n,  ove le colonne di B sono le diagonali della matrice S e il vettore d, avente tante componenti quante sono le colonne di B, contiene l'informazione sul numero di diagonale contenuta nella corrispondente colonna di B.

ESEMPIO

» B=[41 11 0

     52 22 0

     63 33 13

     0 44 24];

» d=[-3 0 2];

» S=spdiags(B,d,6,4)

S =

   (1,1)       11

   (4,1)       41

   (2,2)       22

   (5,2)       52

   (1,3)       13

   (3,3)       33

   (6,3)       63

   (2,4)       24

   (4,4)       44

» full(S)

ans =

    11     0    13     0

     0    22     0    24

     0     0    33     0

    41     0     0    44

     0    52     0     0

     0     0    63     0

ESEMPIO

» n=5;

» B=[[-ones(n-1,1);0] 2*ones(n,1) [0; -1*ones(n-1,1)]];

» d=[-1 0 1];

» S=spdiags(B,d,n,n)

S =

   (1,1)        2

   (2,1)       -1

   (1,2)       -1

   (2,2)        2

   (3,2)       -1

   (2,3)       -1

   (3,3)        2

   (4,3)       -1

   (3,4)       -1

   (4,4)        2

   (5,4)       -1

   (4,5)       -1

   (5,5)        2

» full(S)

ans =

     2    -1     0     0     0

    -1     2    -1     0     0

     0    -1     2    -1     0

     0     0    -1     2    -1

     0     0     0    -1     2

Viceversa, 

B = spdiags(A,d) 

estrae le diagonali di A specificate da d.

A = spdiags(B,d,A) 

rimpiazza le diagonali di A specificate da d con le colonne di B corrispondenti.

ESEMPIO

» e=ones(n,1);

» S=spdiags(5*e,0,S)

S =

   (1,1)        5

   (2,1)       -1

   (1,2)       -1

   (2,2)        5

   (3,2)       -1

   (2,3)       -1

   (3,3)        5

   (4,3)       -1

   (3,4)       -1

   (4,4)        5

   (5,4)       -1

   (4,5)       -1

   (5,5)        5

» [B,d]=spdiags(S,[-1 1])

B =

    -1     0

    -1    -1

    -1    -1

    -1    -1

     0    -1

d =

    -1

     1

speye(m,n)

speye(n)

speye(size(A)) 

genera la versione sparsa della matrice identità, è come l'istruzione eye.

sprand(A)

sprand(m,n, densità)

sprand(m,n, densità,rc)

genera una matrice sparsa con elementi generati a caso da una distribuzione uniforme tra 0 e 1.

Se è specificata una matrice A sparsa, la struttura della matrice generata a caso è uguale a quella di A. In caso contrario, è generata una matrice m x n con la densità specificata.

Densità è la frazione di densità voluta (numero tra 0 e 1)

rc è il reciproco del numero di condizione.

sprandn(A)

sprandn(m,n, densità)

sprandn(m,n, densità,rc)

come le istruzioni precedenti, ma la distribuzione da cui si estraggono gli elementi è normale con media 0 e varianza 1.

sprandsym(A)

sprandsym(n, densità)

sprandsym(n, densità,rc)

genera una matrice sparsa simmetrica  con elementi distribuiti secondo una distribuzione normale con media 0 e varianza 1; rc può essere il reciproco del numero di condizione o il vettore degli autovalori della matrice. Quando è specificato il parametro rc,  gli elementi non seguono distribuzioni particolari.

spones(S)

fornisce una matrice con la stessa struttura di S ma con elementi non nulli rimpiazzati da 1.

issparse(S)

è una funzione logica che ritorna vero se S è una matrice sparsa.

Per importare una matrice sparsa entro Matlab, si può creare un file che contiene in ogni riga tre informazioni: indice di riga, di colonna e valore di ciascun elemento non nullo. Si carica tale file di formato .dat in Matlab con load e poi si usa spconvert.

Si assuma di avere creato il seguente file di nome t.dat:

1 1 11

4 1 41

2 2 22

5 2 52

1 3 13

3 3 33

6 3 63

2 4 24

4 4 44

7 4 74

» load t.dat

» S=spconvert(t)

S =

   (1,1)       11

   (4,1)       41

   (2,2)       22

   (5,2)       52

   (1,3)       13

   (3,3)       33

   (6,3)       63

   (2,4)       24

   (4,4)       44

   (7,4)       74

INFORMAZIONI SUGLI ELEMENTI NON NULLI

nnz(S)

fornisce il numero di elementi non nulli di una matrice

nonzeros(S)

ritorna un vettore colonna contenente tutti gli elementi non nulli di una matrice

nzmax(S)

fornisce il numero di locazioni di memoria allocate per gli elementi non nulli di una matrice.

VISUALIZZARE GRAFICAMENTE LE MATRICI SPARSE 

spy(S)

visualizza la struttura di una matrice evidenziando gli elementi non nulli.

gplot(A,xy)

visualizza il grafo associato a una matrice; xy contiene le coordinate dei nodi del grafo e A è la matrice di adiacenza della matrice da visualizzare o la matrice stessa; si ottiene da una matrice sparsa S la matrice di adiacenza azzerando la diagonale e ponendo uguali a 1 tutti gli elementi non nulli.

A=spones(S);

A=spdiags(zeros(n,1),[0],A);

Il seguente codice visualizza il grafo associato a una matrice sparsa:

riga=[1 2 4 1 2 3 4 2 3 1 2 4];

col=[1 1 1 2 2 2 2 3 3 4 4 4 ];

el=[5 1 3 1 2 -1 1 -1 2 3 1 4];

n=max(riga);

A=sparse(riga,col,el,n,n);

t=linspace(0,2*pi,n+1);

xy=[cos(t(1:n))' sin(t(1:n))'];

gplot(A,xy);

axis([-1.5 1.5 -1.5 1.5]);

axis equal

for i=1:n

   text(xy(i,1),xy(i,2),int2str(i));

end;

Permutazioni e riordinamenti

Una permutazione può essere rappresentata in Matlab da un vettore p di dimensione n che contiene una permutazione di 1:n, invece che dalla  matrice di permutazione corrispondente.

Si osserva che se A è una matrice mxn, permutare le righe di una matrice mediante il prodotto PA è equivalente  a

A(p,:)

Permutare le colonne di una matrice mediante il prodotto AP’ è equivalente a 

A(:,p)

Ci sono due tecniche di riordinamento che riducono la banda di una matrice sparsa allo scopo di ottenere fattorizzazioni che minimizzano il fill-in

r=symrcm(B)

memorizza in r la permutazione che porta all’ordinamento reverse Cuthill-McKee su matrici simmetriche.

r=symmmd(B)

memorizza in r la permutazione che porta al minimum degree ordering su matrici simmetriche.
