Un sistema lineare di n equazioni algebriche in n incognite € esprimibile
come:

aj1x1 + aoxs + azxrs + ... + apxr, = b
as1x1 + asxs + aszxrs + ... + anxr, = bo
an1T1 + ano2xs + ap3xs + ... + apnxry, = by,

ove a;; € R si dicono coefficienti del sistema, b; € R sono i termini
noti e x; sono le incognite; in notazione matriciale, chiamando A la
matrice reale quadrata degli n X n coefficienti, x € R" il vettore delle
incognite e b € R" il vettore dei termini noti (termine noto), si ha

Ax = b
Si assume che A sia non singolare, ossia che det(A) # 0 o,

equivalentemente, che esiste l'inversa della matrice A. In tal caso
la soluzione del sistema & unica ed & data da

r=A'b

Il calcolo dell’inversa di A consiste nel calcolare una matrice X tale che
AX =1

ove I e la matrice identita di ordine n. Cio equivale a risolvere n

sistemi lineari:



ove X, e la j—esima colonna della matrice inversa incognita ed ¢e; ¢ la
j—esima colonna dell'identita (j—esimo vettore della base canonica di

R™).

Ovviamente non conviene calcolare la soluzione del sistema Axz = b
come x = A~ 'b, poiche il calcolo dell'inversa comporta la risoluzione
di n sistemi.

e Metodi diretti: con un numero finito di operazioni, in aritmetica
esatta, si determina la soluzione esatta; poiche si lavora in aritmetica
finita, occorre valutare |'errore di arrotondamento delle operazioni e
|'errore inerente.

e Metodi iterativi: la soluzione si ottiene come limite di una
successione di approssimazioni alla soluzione; a partire da un
vettore che & una approssimazione iniziale a una soluzione, si
costruisce una successione di vettori convergenti alla soluzione
cercata quando il numero di passi tende all'infinito; poiche il
processo deve essere interrotto, occorre analizzare |'errore di
troncamento nell’approssimazione determinata (errore inerente,
errore di troncamento).

La scelta del metodo dipende:

e dalla struttura della matrice (densa o sparsa, ossia con un numero
di elementi non nulli proporzionali alla dimensione della matrice);

e dalla condizione della matrice;

e dalla dimensione.

Per ciascun metodo, occorre analizzare la complessita computazionale,
I'errore, la dipendenza dalla struttura della matrice.



La matrice n X (n 4+ 1) ottenuta aggiungendo alla matrice A come
(n 4+ 1)—esima colonna il vettore dei termini noti, [Ab] si dice matrice
completa.



e Sia A= D = diag(di, da, ..., d,) diagonale.

Poiche det(D) = dids...d,, D & non singolare se e solo se
di #£0,i=1,...,n.

In tal caso l'inversa & una matrice diagonale data da D! =
diag(1/dy,1/ds, ..., 1/d,). Segue che la soluzione di

Dx =0b
e ottenuta immediatamente mediante la formula:

X, = bz/d“l = 1, ey N

e Sia A una matrice triangolare (inferiore a;; = 0, j > 4, superiore
a;; = 0, j < ). Per fissare le idee, sia A = R = {r},
triangolare superiore.

Poiche det(R) = r11722...Tnn, R & non singolare se e solo se tutti
gli elementi diagonali sono non nulli.

In tal caso I'inversa di una matrice triangolare superiore (inferiore) &
una matrice triangolare superiore (inferiore), con elementi diagonali
datida 1/ry, ¢ = 1, ..., n. Infatti, se

T11 T929 T1in
292 Ton -1
R = R = {pij}

Tnn



si ha (dalla regola di Cramer applicata al sistema AX,; = e;):

(7“11 722 0 Tl,n\
792 0 Ton
det 0
1 Tjn

Pji = =
det(R)
. r11..-Tj—-15—-1Tj4+1j4+1---Tnn o 1
r11722...Tj5.--T'nn T4

Inoltre, per j < 4, (risolvendo AX.,; = €;),

( T11 0 Tl,n \
1 Tjn
det 0 Tin
\ e
S det(R) =Y

Poiche RR™! = I, si ha che:

- 1 i=
Z TikPkj = : :
— N0 1#£g

Se 1 = 7, poiche

Ti1P1j + Ti2p2; + oo + TiiPij + oo+ TinPnj = 1

1

T4

eri ., =0, k<=7, pr; =0, 7 <k, segue p;; =



Se v # 3, 7 > 1, allora

Z TikPkj = Z TikPkj = TiiPij + Tiit1Pi+15 + ... + 15055 = 0
— k=i

Da cio .
J : .
. k=i+1 TikPkj
Pij = —
Tii
Occorre disporre della i—esima riga di R dalla diagonale fino
all’elemento j e della j—esima colonna di R~ dall's + l—esimo
elemento al j—esimo. Dunque si pud calcolare R~ a partire
dalla n-esima riga fino alla prima e su ogni riga dall’elemento di
posizione n all’elemento diagonale. Usando questo ordinamento
si pud usare R come spazio di memorizzazione per R™!. La

complessita computazionale &:
1. n(n+ ) divisioni;

21+(1+2)+(1+2+3)+ 4+ 1+24+...+n—-1)=

n—1 (241
St =

_ Z;?,:—ll %(7,2 + ’L) _ %(n(n—1)6(2n—1) 4 n(n2—1)) _ O(n3/6)

moltiplicazioni e somme.




La risoluzione di un sistema triangolare superiore si puo ottenere in
sole O(n?/2) somme e prodotti e n divisioni mediante I'algoritmo
di sostituzione all'indietro. In tal caso si ricava x, dall'ultima
equazione. Si sostituisce nella penultima e si ricava x,,_1 e cosi via.
Per i sistemi triangolari inferiori si usa l'algoritmo di eliminazione
in avanti, ove si ricava x; dalla prima equazione, si sostituisce
nella seconda e si ricava x5 e cosi via. In totale servono le stesse
operazioni.

Entrambi gli algoritmi sono metodi diretti, che, in un numero finito di
passi, in aritmetica esatta, calcolano la soluzione esatta del sistema.
Quando si usa aritmetica finita, invece di calcolare la soluzione x
del sistema

Rxr=b Lx=5>

si determina una soluzione approssimata z. Essa pud essere
interpretata come soluzione esatta di un sistema perturbato:

(R+6R)z=b (L+8L)z=1b

ove vale che:

n(n + 1)

[[0R]|oo < 1.01u max(|7i;|)

1
6L < 1,010 D

max(|li;])

se (n — 1)u < 0.01, ove u & la precisione di macchina.



Ax =b det(A) #0

det(A,;
e Metodo di Cramer: si calcola x; = %, ove det(A;) e la

matrice ottenuta dalla A sostituendo alla j-esima colonna di A il
termine noto b. Se si usa la regola di Laplace per il calcolo del
determinante, servono n!(n — 1) prodotti per ogni determinante.
Pertanto per il calcolo della soluzione servono n!(n — 1)(n + 1)
prodotti, n divisioni e (n! — 1)(n + 1) somme. Contando solo
i prodotti e supponendo che si impieghino 10™° secondi per ogni
prodotto, per n = 20 servono circa 154 anni per calcolare la
soluzione del sistemal!!l C'e eccessiva complessita computazionale e
conseguente accumulo di errori.

Calcolo dell'inversa: comporta la soluzione di n sistemi. Si consideri
il caso semplice:

Tx = 21
Se viene calcolato come z = (7) 7121 = .142857 21 = 2.99997,
ci vogliono 2 operazioni e c'€ un errore. Se invece si usano le
proprieta delle equazioni (metodo di sostituzione), si ha z = & =

7
3; si esegue una sola operazione e non c'e errore.
Dunque occorre evitare il calcolo dell'inversa.



e Metodi di fattorizzazione: l'idea di base e quella di fattorizzare
la matrice A nel prodotto di due matrici semplici da risolvere, in
modo che sia facile risolvere i due sistemi associati; in particolare, si
studiano due tipi di fattorizzazione:

— fattorizzazione L R: si fattorizza la matrice A nel prodotto di
una matrice triangolare inferiore per una triangolare superiore; se

A = LR, si ha

Ly = b eliminazione in avanti

Ar =b= LRx =b = L .
Rx = y sostituzione all'indietro

In totale, una volta ottenuta la fattorizzazione, servono O(nQ)
operazioni.

— fattorizzazione QR: si fattorizza la matrice A nel prodotto di
una matrice ortogonale (per cui Q' = Q') con una matrice
triangolare superiore; se A = QR, si ha

Ar =b= QRx =b= Rz = Qb

In totale O(n?/2 + n*) operazioni.



Data A € R™™", si vogliono trovare le condizioni per cui A si pud
fattorizzare nel prodotto di una matrice triangolare inferiore L con una
triangolare superiore R. Poiché deve essere

A=LR
occorre imporre n? uguaglianze per determinare n’ + n parametri
(numero di elementi non nulli di L e di R). Occorre fissare n elementi,
attribuendo ad essi un valore arbitrario.

In genere, per convenzione, si fissano uguali a 1 gli elementi diagonali
della matrice triangolare inferiore o superiore. In realta si cerca la
fattorizzazione

A= LDU
ove L & una matrice triagolare inferiore con elementi diagonali 1, D
€ una matrice diagonale, U & una matrice triangolare superiore con
elementi diagonali 1.

" LR R = DU (fattorizzazione di Doolittle

A=LDU = \, LU L = LD fattorizzazione di Crout

Ove T'j; = dz U;; € lz‘j = lij dj.

Da una fattorizzazione si puo ottenere |'altra.



La fattorizzazione A = L DU non esiste sempre. Per esempio, se

A:( 01 ),nonesistonoL,DeU:

1 0
(a0 &) (o )= maitin)
g1 1 0 dg 0 1 lg1d1  l21djugg +dg
d = 0
diuis = 1
londy = 1
lo1diuis +d2 = O

Equazioni incompatibili.

Teorema. Se i determinanti di tutte le sottomatrici principali prime
AW di A di ordine i = 1,2,...,m — 1 sono non nulli (per AW
si intende l'intersezione delle prime i righe e i colonne di A), allora
esistono matrici L triangolare inferiore unitaria (con 1 sulla diagonale),
D diagonale, U triangolare superiore unitaria, taliche A = LDU. La
fattorizzazione & univocamente determinata e vale che

det(A"Y) = dids...d;
Poiché det(A) = dj...d,, se d, # 0, A & non singolare.
Viceversa, se A & decomponibile in modo unico come A = LDU,

allora tutte le sottomatrici principali prime eccetto al piu 'ultima sono
non singolari.

Il determinante di una sottomatrice principale prima si dice minore.



Teorema. Se A e non singolare e A = L DU, la fattorizzazione &
unica.

Dim. Supponiamo per assurdo che esistano due fattorizzazioni A =
L1Ri = LsRs, con Ly, Lo triangolari inferiori unitarie diverse tra loro
e R1, R» triangolari superiori diverse tra loro. Poicheé A € non singolare,

det(A) = det(Li)det(R;) = 1.det(R1) # 0, e dunque Ry & non
singolare. Analogamente per Rs. Da

L1R1 — L2R2

moltiplicando per L2_1 ambo i membri a sinistra e per Rl_1 ambo i
membri a destra, si ha

L,;'Li = RyR;"

Pertanto Ly, 'Ly =T e RyR; " = 1. Siha L1 = Ly e Ry = Ro.



Sia x € R" con ;7 # 0. Una trasformazione elementare di Gauss
e una matrice triangolare inferiore con 1 sulla diagonale t.c. Lix =
($1, O, coey O)TZ

Ly=1T—mWel

1 T T
le _ — 1Mo 1 o _ 0
—-m,, 0 1 T, 0
g .
—m;x1+x2, =0=>m; = — 1=2,....,.n
x1
ove m'Y = (0, ma, ..., my)7.

In generale, se x; # 0 e si vuole trasformare x in un vettore
(x1,...,24,0,...0)", allora L; = I — m () "ZF con m{) =
T Ty .

(0,...,0,Mjq1,...,my)’, my =2, j=i+1,..,n.

(4

L; & non singolare e L;l =1+ m(i)e?.lnfatti
(I—m(i)e?)(l—km(’) T) = I— m(z)e —|—m(z)eT m(z)eTm(Z)eT =1

perche eiTm(i) = 0.

Costruiamo la fattorizzazione di Doolittle A = LR, nell'ipotesi di A
con tutti i determinanti delle sottomatrici principali prime (minori) di
ordine ¢ = 1,2, ...,n — 1 non nulli. Poiche la costruzione & fatta per
risolvere Ax = b, applichiamo le stesse trasformazioni anche a b, ossia
fattorizziamo la matrice completa [A b].



e Passol. A = Al, b = bl.

Eliminiamo la prima incognita da tutte le equazioni eccetto la
prima. Cio vuol dire togliere da ogni equazione a partire dalla
seconda un opportuno multiplo della prima equazione, azzerando
tutti i coefficienti di x1 nelle righe 2,3,...,n della matrice dei
coefficienti. Cio significa premoltiplicare [A; b1] per la matrice di
trasformazione elementare di Gauss che trasforma la prima colonna
di A in (CL11, O, ceey O)T

L1[A; b1] = [A2 by]

1 aiq a9 aln b1
—m91 1 agl a9 aoy, b2 —
—mmn1 0 1 Ap 1 an9 ann bn
aiq (2) 0,(1277j l()%)
_ 8 Ao as.. 62
0 a7(12 agm bq(% )

ove L =1 — m(l)eip, mD) = (0, maq, ..., mn,l)T.
Poiche CLE%) =0 = —Mm;1a11 —+ a;1 € al # 0 (minore di A di

ordine 1), segue

mi|] = , 1 =2,...,m

a(2):a~—m'a' 1.7 = 2 n
ij 1 11017, sy J RERE

b§2) = b2 — milbl, 1= 2, 1M

Si osservi che:

< 1 0 ) ( ail  aio ) B ail a2
—mo; 1 as1 Q22 0 ag22)



Calcolando i determinanti, 1.det(A®) = auag) = ag? # 0.
Dunque e possibile costruire

Lo =1— m(2)eg
ove m?) = (0,0, m32, ..., Mp2)".
Passo 2.
Lso[Ag bo] =
ay]  aQ aln b
b 0o o) 3 ,®
= 0 —me 0 a§22) aé%} b§2) =
I W B C R
aiq aln b1
G B G I B ¢
200 T ) )
= 0 0 ays ag’ by
0 0
) RO
ay) 3 _ (@ @ .3
ove My = g), i =3,..,n, ay = a;; — Mpay;, b
99
b\ — mpbl?, i, =3,...,n
Inoltre
0 1 0 0 a%2 0%3 — 0 Aoyo a%3
oooTmaz 0 afy afy 0o 0 afy
e, poiche
all a(122) a(123) 1 (3)
I :( et )A
0 agy az3
calcolando i determinanti, si ottiene 1.1.det(A(3))

alla%)aé‘? = aé? # 0.



e Passo k. Al passo k < n, la situazione &

Lk;_lLk;_Q...Ll[Al bl] = [Ak bk] =

[ W)
0 Ao ag,. b2

0 0

k k k

0 0 0 oD LGB b
0 0 0
K 0 0 0 a7(1kl<:) affk) bgg) )

Considerando l'intersezione tra le prime k righe e k colonne delle
matrici, si ha det(A®) = allag)...al({? = a,ﬁ) # 0.

Preso L, = I — m(k)eg, mF) = (0,...,0, mg41k, mnk)T
(k)

M = 7(2), 1=k+1,...,n,
Yk

Li[Ag bi] = [Ak+1 bey1] =

[0 ) JORENCI
0 Ao as. b2
0 0 ... ..
(k) (k) (k)
— 0 0 0 ap (k;.l) ap (bkk+1)
0 0 0 0 ap Uiy o bpag
0 0 0o .
\ 0 0o 0 o0 aq(fkfl) o kD) /
Le prime k righe e k colonne restano invariate. Le posizioni
(i,k), 1=k 4+ 1,...,n si annullano e
agfﬂ) = a,g?) — mika,(c];), 1, =k+1,....n
k41 k k
R T

Dopo n — 1 passi si ha:

Ln_l...Lng[Al bl] = [R y]



con r;; = a,g), i=1,...,n,y= (b ng) béB)...b?(,Ln))T.

Allora
A=L7'L LN R b=L' Ly Ly

Detto L = L{'Ly'...L.' ;= A=LR b= Ly

n—1?

Poiche

e per 1 < 7, e?m(j) = 0. Pertanto

Si e determinata la fattorizzazione e la risoluzione di Ly = b. Se A ¢
non singolare (7,, 7% 0), resta da risolvere Rx = .
det(A) = ana%)...ag;)

Pertanto si & dimostrato che:

se tutti i minori principali (eccetto al piu I'ultimo) sono non nulli, i
(4)
ii
portare a termine (strategia diagonale). Se poi a
non singolare e z = R~ 'b.

perni a,.’per i=1,...,n-1 sono non nulli e I'eliminazione di Gauss si puo

(") £ 0, la matrice &

nn



La complessita computazionale dell’algoritmo vale:

. . Conn—1) 4. . . n—1 2 _ n(n—-1)2n-1)
Fattorizzazione: ——=—= divisioni, >, ;(n — k)” = =
somme e prodotti;

Termine noto: "(n2_1) prodotti e somme per fattorizzare piu

altrettanti n("’;l) prodotti e somme per la soluzione.

Determinante: n — 1 prodotti



1 1 0 3 |4
2 1 -1 1 |1 B
5 1 -1 9o _g | =
1 2 3 -1 |4
m) = (0,2,3,—1)7
1 1 0 3 | 4
0 -1 -1 -5 | -7 | _
0 —4 -1 -7 —15 = [Az2 ]
0 3 3 2 | 8
m® = (0,0,4,—3)7T
1 1 0 3 | 4
0o -1 -1 -5 | =7
0 0 3 13 13 = [A3 bs]
0 0 0 —-13 | —13
m® = (0,0,0,0)7
1 1 1 0
2 1 0o -1 -1
L= 3 4 1 B=1 9 o 3
-1 -3 0 1 0 0 0
4
B P —7
y=L b 13
—13
1 1 0 3 71 4
0O -1 -1 -5 o | —7
0 0 3 13 zs | 13
0 0 0 —13 T4 —13
x4 =1, x3 =0, x9 =2, 1 = —1

det(A) = 13.3 = 39



Condizioni sufficienti per I’'esecuzione
dell’algoritmo di Gauss con strategia
diagonale

Ci sono due classi di matrici per il cui il metodo di Gauss si puo portare
a termine senza che nessun perno si annulli:

e le matrici strettamente diagonali dominanti per righe (per colonne)
o le matrici non singolari diagonali dominanti per righe (o per
colonne);

e |e matrici simmetriche definite positive.

Una matrice si dice strettamente diagonale dominante per righe (per

colonne) se vale perognii =1,...,n (j = 1,...,n):
n n
ail > > agl  (lagl > D lagl)
17#5,j=1 1#],1=1

Una matrice si dice diagonale dominante per righe (per colonne) se vale
perognit=1,....,n(j=1,....,n):

mn n
ail > > agl  (lagl = ) lagl)
i#j,j=1 i#j,i=1

Una matrice strettamente diagonale dominante & non singolare. Infatti
il primo pivot non puo essere nullo. Se cosi fosse, tutta la prima
riga sarebbe nulla e la matrice non sarebbe pilu strettamente diagonale
dominante. Dopo aver fatto un passo dell'algoritmo di Gauss, si



dimostra che la sottomatrice A2(2 : n,2 : n) & ancora strettamente
diagonale dominante; pertanto aé22) # 0,....

Un ragionamento analogo vale per le matrici non singolari diagonali
dominanti.



Una matrice A € R™*" simmetrica (A = A”) si dice definita positiva
se per ogni vettore = non nullo risulta ¥ Az > 0.

PROPRIETA'. Sia A una matrice simmetrica definita positiva.

e Una matrice € simmetrica definita positiva se e solo se tutti i
suoi autovalori sono numeri reali positivi. Questa & una proprieta
caratterizzante delle matrici definite positive.

e Se A e simmetrica definita positiva, essa € non singolare e la sua
inversa & simmetrica definita positiva.

e Tutte le sottomatrici principali di una matrice simmetrica definita
positiva sono simmetriche definite positive.

e Se A & simmetrica definita positiva, det(A) > O.

[ max\aij\ S max(aii).

Poiche tutti i minori principali primi sono positivi, |'algoritmo di
eliminazione di Gauss puO essere portato a termine, in quanto i
perni sono positivi. Le sottomatrici che si ottengono ad ogni passo
Ai(k : n, k : n) sono ancora simmetriche definite positive.

Inoltre (teorema di Von Neumann Goldstine):
max|a§f)| < max(a;;)

gli elementi che si incontrano nell’algoritmo non diventano mai troppo

grandi rispetto agli elementi di A. (Dal fatto che a,z(?) = a;; — %alj,
si ha
2
@i

max|a§]2.)| < max(ag)) = max(a;; — ) < max(a;;) < max|ag;|

aii



Fattorizzazione di Gauss per matrici
simmetriche

Se A e simmetrica e fattorizzabile mediante I'algoritmo di Gauss,
A=LDU A=A"=U"DL"

Pertanto I = U
A=LDL"

. . . , 3 i
La complessita computazionale diventa dell’O (") somme e prodotti,
poiché circa meta elementi non sono da calcolare.



Una matrice A € R"*" simmetrica & definita positiva se e solo se esiste
una e una sola matrice £ triangolare inferiore con elementi diagonali
positivi tale che A = £L£7T (equivalentemente, posto £ = RY, A =
RIR).

Dim. Se esiste una e una sola matrice £ triangolare inferiore con
elementi diagonali positivi tale che A = £L£7, allora per ogni  # 0
si ha

o' Az =o' LL x = HETJ:HS >0
Poiche £ & non singolaree x # 0, LTz £ 0 ez’ Az > 0.

Se A & simmetrica definita positiva ammette fattorizzazione unica del
tipo LDL™. Inoltre, per ogni = # 0,

0<z'Az =2'LDL"z = yTDy = Z diyf

1=1

ove si & posto y = L2 # 0. Poiche allora i d; > 0, si pud scrivere

D = AA, con A = diag(\/d1,Vda, ..., \/dy).

Posto LA = L, si &€ determinata una matrice triangolare inferiore con
elementi [;; = +/d;.1 > 0. L'unicita della matrice segue dall'unicita
della fattorizzazione L DU per matrici non singolari.

Questa fattorizzazione & detta fattorizzazione di Cholesky e caratterizza
le matrici simmetriche definite positive. Se una matrice simmetrica non
ammette tale fattorizzazione non & definita positiva.



Fattorizzazione di Cholesky (tecnica
compatta)

Le tecniche compatte sfruttano le uguaglianze matriciali, considerando
le singole equazioni tra scalari in un ordine opportuno, detto
pavimentazione della matrice:

A=_rrt

Se 5 < 4, si ha

j J—1
a;; = Z lz’kljkz — Z lz‘k:ljk + lijljj
k=1 k=1

j—1
a;j =271 biklik : :
lij = h=12) J <

%
_ J—1 42 .
lm-—\/am-—Zk:llik J =1

7 =1,...,n.

Si costruisce la matrice £ per colonne; essa si pud memorizzare nel
triangolo strettamente triangolare inferiore di A, ponendo gli elementi
diagonali in un vettore ausiliario p.

2

Al 3|7 Pavimentazione
4 1 8| 11
51912 | 14

P 1|16 ] 10| 13 | 15




Complessita

o O(%B) somme e O(%g) prodotti;

o O(%) divisioni e n estrazioni di radici quadrate

Per evitare le estrazioni di radici si preferisce calcolare la fattorizzazione
LDL™, ossia non fare le divisioni per 1;; e non estrarre le radici.

o det(A) = 13,13,...17

nn'
e se una delle quantita sotto radice che si incontrano nel calcolo &
negativa, la matrice non & definita positiva;

® se A & associata al sistema Ax = b, resta da risolvere

Ly=2»
Ll =y

Nel caso di A = LDL?", si deve risolvere

Ly =15>
LTy = DYy



