Condizionamento di un
sistema lineare

r1 + 2x2
49921 +1.00120 = 1.5

La soluzione esatta & z = (1,1)T
Perturbando la matrice dei coefficienti o il fermine noto

3
1.4985

r1 + 2x2
Sz + 1.002z5

3 |xz1+ 2%
1.5].49921 + 1.001x>

(3,007 (2,0.5)T

Interpretazione geometrica

* Le rette che rappresentano le equazioni
sono quasi parallele.




Norme vettoriali

xr e R"

e Norma euclidea

n
Jzlo =, 3 «?
e Norma 1 i=1

n
el = ) |zl
i=1

e Norma
|Z||co =  max ||

—4i,...

Norme matriciali

A e RM?

e Norme matriciali indotte
A
_ i 1Azl
z]|70 ||z||p
— Norma 1 n

| Al = j;nlaxn ;]
— Norma oo =1

n
[ Alloe = max > Jag|

AR ]:1
HA”Q =YV )\ma:v(ATA)

dove Amaz indica I’autovalore massimo

1Al

— Norma 2




Ar =b

z=(1,1)T

(A4+ AA) Z=1b Az = (b+ Ab)

= (3,0)T i =(2,05)T

Possiamo pensare che A A, Ab siano perturbazioni dei dat
dovuti all’approssimazione dei numeri con i numeri di
macchina.

Z,Z sono le soluzioni calcolate in aritmetica esatta
a partire da dati perturbati.

e Valutiaomo le soluzioni ottenute a
partire dai dati perturbati rispetto
alla soluzione esatta.

—Errore  e=z-7z E=x— 7

— Residuo F—=b_ AF F=b— AF




Nell’esempio precedente

o 0 B N 0 .
171 = 0.003 )| = 2207 171=|( 006015 )| =2 20

el = 111, 1)T = 3, 0T el = 111, 1)T - (2,0.5)7T|

Residuo piccolo ma errore grande

E' una caratteristica tipica dei sistemi malcondizinati

e Quando calcoliomo la soluzione
numerica di un sistema lineare e i nostri
dati sono affetti da errore, noi in realta
otteniomo un vettore 7 . Per valutare
la “bontd” della soluzione oftenuta, noi
non conosciamo la soluzione esatta del
sistema, quindi non conosciomo € ma
possiamo calcolare il residuo.

e Per sistemi malcondizionati pero il residuo
non dd indicazioni affidabili.




Relazioni tra residuo ed
errore

r==ub— Ax
= Ax — AZx
= A(x — )

Ae=r

e=A"17
Passando alle norme e usando la disuguaglianza
di Schwartz

el < [|A=H] - [|7]

Stima dell’errore relativo

_ @l _ lE==|
Er =3l = TTal

: o1
<lAf - 1At -




Er < || Al A7 - {5
e Se ilresiduo € piccolo ma la quantita
e grande, allora I'errore relativo puo

essere grande.

e Si definisce numero di condizionamento
della matrice la quantita
- —1
k(A) = [|A]l - [|[A™|
e Se k(A) é& piccolo e il residuo & piccolo,
allora la soluzione calcolata & €

effettivamente vicina alla soluzione
esatta.

Esemplo
1 2
A= ( 499 1.001)
-1 (1001 —2 1
L\ —499 1 /1.001-.998
3.001
Alloo = 3 A Y = — 1000.333
| Alloo | | oo 003

koo (A) = || Allsol| A" oo ~ 3103




Proprieta

e Per le proprieta delle norme
matricialisiha k(A) > 1

e Se k(A) > 1 |amatrice sidice
malcondizionata.

e Se k(A)~1 |amaftrice sidice
bencondizionata.

* || numero di condizionamento

esprime quanto una matrice &
“vicina” alla singolarita.

Osservazioni

* |[n norma 2 si ha

VAmaz (AT A)
\/Amm(ATA) Autovalori
e Si dimostra che

Condizionamento
ko(A) =

k(A)
E, < I %(A)es (eq + ep)

dove e, e, sono gli errori relativi sui
dati (matrice e termine noto)




Metodi iterativi per sistemi
lineari

e Generare una successione di vettori

{x(k)}keN

convergente alla soluzione del
sistema

Ax =0




Convergenza in norma
im |z — 2| =0
k— o0

Per una qualche norma vettoriale

 Si dimostra che si ha convergenza in
norma se e solo se si ha
convergenza per componenti.

lim %) =

Jm r; J=1,...,n

Costruzione di un metodo
iferativo
Axr =b

e Se M & non singolare si ha il sistema
equivalente

Mx = Mx+ (b — Ax)
r=I—-M 1Az + M1
G c




Relazione di ricorrenza

e Se x e la soluzione del sistema allora

r=Gx+c

LD — () 4,

(0)

A partire da un £~/ qualunque

Analisi di convergenza

e Cercare condizionisu G ( su M) per
avere convergenza alla soluzione x*

* Errore di froncamento al passo k
o) — (k) _

e Residuo al passo k

r(k) = p — Ag(F)




k) _ (B _
= Gz5 D 4 - Ga* — ¢
= G(zF 1) — %)

= Gelk—1)
— 2,(k—2)

dove GF=G-...-G-G

— er(O) k

* Si ha convergenza quando

0= lim e®) = |im G*e(©)
k—o0 k—o00

* Si dimostra che e verificata se e solo
°C p(G) <1

dove  p(G) = max [\(G)| Fogde

spettrale

e Condizione sufficiente

1G]l <1




Criteri d'arresto

 Si deve stabilire un criterio
soddisfatto il quale si puo arrestare |l
procedimento ottenendo
un'approssimazione della soluzione
di sufficiente accuratezza.

e || criterio ideale sarebbe

|2 —a¥|| < e

per un valore piccolo di € ma la
soluzione esatta =* non & nota.

Criteri d'arresto

e Si osserva che
L+ _ (R — (R +c— (k)
= G2¥) ¢+ (¢* — Gz*) — 2P

ﬁ—l

0
= (G - D" —z¥)

(G = D) (@) — z*) = kT _ (k)




Criteri d'arresto

(%) — %) = (G — 1) Lkt D) _ (k)
1) — 2| < (G = D7 - a1 — ()

e Se lzFtY) — 2| & piccola e anche

(G — D~ & piccola, allora I'errore &
piccolo.

|zFTD) — (B < ¢

Criteri d'arresto

e Vale la relazione
Ir|
10]]
se la matrice A non € froppo

malcondizionata si pud usare |l
seguente criterio d’'arresto

[Eall
16]]

EX) = k(4

< €




Metodi particolari
 Fissata M cercare una decomposizione
di A
A= M- N
M2+ = Ng(B) 4

D) — pr=1n () a1y

cFTD = (1 - M1 A)e®) 4 1y

~ ———
G C
Si tratta di trovare una matrice M nonsingolare
“facile”.

Decomposizione di A
(B Swdn Bw e me e )

az; a2 a
azl az2 ass

A — - . .
ajy Tt Q51 Qg
a’n‘-‘]_]_ oooooo PR a,71_1n_2 ar?lf?_l s
\ 27 S BAe=H . Ann—1 ann
D = (a;;)

L=(-a) 1>]

U=(—ay) i<jJ

A=D—-L-U




Metodo di Jacobi
A=M-N=D—(L}U)
M N
e*+1) = DYL + U)z®) + D1

A\

Y

J
Matrice di Jacobi

0o 2 a3 _01n

. Tan a1s
821 0 _a23 —92n
a2 az2 a2
_a31 a3z g
— a a
/= > 2 _ea 0
a44
0
— a1 _Gnn=1
s e

(— Y im0y + bi)

Qg

$§k+1) _




Esempio
101 — a0 +223 = 6
—x1+ 1lao —x3 4+ 324 = 25

2x1 —xp + 103 —24 = -—-11
3o —x3+8x4 = 15
La soluzione esatta vale z* = (1,2, —1,1)7
k1) _ 1 )1 ) 3
2] = 1—0502 73 _|_,
) — Lo 1 NON 3 2
72 11 t11 11 +
Gt — 1 £ 2~ 11
3 5" + + 10
3 1 15
D = 20y L 10
0 1/10 -1/5 0O 3/5
S| o 111 -3/ | 25/11
~| -1/5 1/10 0 1/10 °= 1 -11/10
0 -3/8 1/8 0 15/8
(:C(O) = 0)
) 1 2 3 10
z;1 O 0.6000 1.0473 0.9326 1.0001
zo 0 2.2727 1.7159 2.0533 ... 1.9998
z3 0 -1.1000 -0.8052 -1.0493 -0.9998
z4 O 1.8750 0.8852 1.1309 0.9998

Il costo computazionale e pari a un prodotto
matrice vettore per ogni iterazione (O(n?)).
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Interpretazione geometrica
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