ESERCIZI  SULLA RISOLUZIONE DI SISTEMI

1. Matrice diagonale.  Se la matrice dei coefficienti è diagonale, il sistema è risolubile se e solo se tutti gli elementi diagonali sono non nulli. Supposto che tale condizione sia verificata, il calcolo della soluzione è immediato.

function x=soldiag(A,b);

% soluzione di un sistema diagonale

if isempty(find(diag(A)==0))

   x=b./diag(A);

else

   error('la matrice è singolare!');

end;

Un  modo per verificare la correttezza del codice è il seguente:

» D=rand(6);       % costruzione di una matrice casuale quadrata di ordine 6

» D=diag(diag(D));  % si pone D uguale alla matrice diagonale avente come elementi gli %elementi diagonali di D (diag(D);

» spy(D)

% spy è una funzione grafica che visualizza la struttura  di una matrice 

» ij=find(diag(D) == 0)   % si controlla se gli elementi diagonali di D sono nulli

ij =

     []

%  Poiché ij  è l'insieme vuoto, D non ha elementi diagonali nulli.

» b=D*ones(6,1);  % Si costruisce il termine noto in modi che la soluzione sia un vettore di 1;

» x=soldiag(D,b)   % si risolve

x =

     1

     1

     1

     1

     1

     1

Il codice è corretto.

NOTA BENE: la funzione spy è una funzione grafica, avente per argomento una matrice, che illustra graficamente la struttura di A, o in altre parole, mette in evidenza solo gli elementi non nulli di A.

In Matlab, la soluzione del sistema si può ottenere anche mediante l'istruzione

» x=D\b

2. Calcolo dell'inversa di una matrice triangolare. 

L'inversa di una matrice triangolare è ancora una matrice triangolare avente la stessa struttura.

Calcoliamo l'inversa di una matrice triangolare superiore R, memorizzando la matrice ottenuta su se stessa.

Si ragiona nel seguente modo. Poiché R-1 , con elementi ((i,j), è triangolare superiore e R R-1=I

si ha che per i(j:

r(i,i) ((i,j)+ r(i,i+1) ((i+1,j) +….+ r(i,j) ((j,j) =  ((i,j)

o, anche, 

(k=i,j r(i,k) ((k,j) =  ((i,j)

Ciò significa che, per i=j:

r(i,i) ((i,i) =  1  e dunque    ((i,i) =1/ r(i,i)

Per i<j, si ha:

r(i,i) ((i,j)+ r(i,i+1) ((i+1,j) +….+ r(i,j) ((j,j) =  0

e dunque

((i,j)= -(r(i,i+1) ((i+1,j) +….+ r(i,j) ((j,j))/r(i,i)

Poiché, per costruire l'elemento di posizione i,j occorrono gli elementi della i-esima riga di r, da quello di posizione i+1 a quello di posizione j, e gli elementi della j-esima colonna di R-1, da quello di posizione i+1 fino a j, si può costruire la matrice a partire dalla penultima riga all'indietro, a partire su ciascuna riga dall'elemento di posizione n fino a quello di posizione sopradiagonale. Gli elementi diagonali di R-1 si calcolano come i reciproci degli elementi di R.

function r=invupper(r);

   [n,m]=size(r);

   if isempty(find(diag(r)==0)

      for i=1:n

         r(i,i)=1./r(i,i);

      end;

      for i=n-1:-1:1

         for j=n:-1:i+1

 








%s=0;  

            %for k=i+1:j

            %    s=s+r(i,k)*r(k,j);

            %         end;

            %         r(i,j)=s*r(i,i); 

            %






r(i,j)=-(r(i,i+1:j)*r(i+1:j,j))*r(i,i);

         end;

      end;

   else

      error('la matrice è singolare');

   end;

La verifica della correttezza si ottiene nel seguente modo:

» R=triu(hilb(6)); 

% R è uguale alla parte triangolare sup. di una matrice di Hilbert di ordine 6

» RR=R;

» ij=find(diag(R)==0)   % controllo se la matrice è invertibile

ij =

     []

» RR*invupper(R) 

ans =

     1     0     0     0     0     0

     0     1     0     0     0     0

     0     0     1     0     0     0

     0     0     0     1     0     0

     0     0     0     0     1     0

     0     0     0     0     0     1

» R

R =

    1.0000    0.5000    0.3333    0.2500    0.2000    0.1667

         0    0.3333    0.2500    0.2000    0.1667    0.1429

         0         0    0.2000    0.1667    0.1429    0.1250

         0         0         0    0.1429    0.1250    0.1111

         0         0         0         0    0.1111    0.1000

         0         0         0         0         0    0.0909

La complessità computazionale è pari a  O(n3/6) moltiplicazioni e altrettante somme algebriche.

In modo analogo si calcola l'inversa di una matrice triangolare inferiore L, memorizzandola su se stessa.

Calcoliamo l'inversa di una matrice triangolare inferiore L, memorizzando la matrice ottenuta su se stessa.

Si ragiona nel seguente modo. Poiché L-1 , con elementi u(i,j), è triangolare superiore e L L-1=I

si ha che per j(i:

l(i,j) u(j,j)+ l(i,j+1) u(j+1,j) +….+ l(i,i) u(i,j) =  ((i,j)

o, anche, 

(k=j,i l(i,k) u(k,j) =  ((i,j)

Ciò significa che, per i=j:

l(i,i) u(i,i) =  1  e dunque    u(i,i) =1/ l(i,i)

Per j<i, si ha:

l(i,j) u(j,j)+ l(i,j+1) u(j+1,j) +….+ l(i,i) u(i,j) =  0

e dunque

u(i,j)= -(l(i,j) u(j,j) +….+ l(i,i-1) u(i-1,j))/l(i,i)

Poiché, per costruire l'elemento di posizione i,j occorrono gli elementi della i-esima riga di l, da quello di posizione j a quello di posizione i-1, e gli elementi della j-esima colonna di L-1, da quello di posizione j fino a i-1, si può costruire la matrice a partire dalla prima riga in avanti,  a partire su ciascuna riga dall'elemento di posizione 1 fino a quello di posizione sottodiagonale. Gli elementi diagonali di L-1 si calcolano come i reciproci degli elementi di L.

function l=invlower(l);

   [n,m]=size(l);

   if isempty(find(diag(l)==0))

      for i=1:n

      l(i,i)=1./l(i,i);

      end;

   for i=2:n

      for j=1:i-1

%

%         for k=j:i-1

%          l(i,j)=l(i,j)-l(i,k)*l(k,j);

%         end;

%         l(i,j)=l(i,j)*l(i,i); 

%




l(i,j)=-(l(i,j:i-1)*l(j:i-1,j))*l(i,i);

      end;

    end;

 else

    error('la matrice è singolare');

 end;

La verifica della correttezza si ottiene nel seguente modo:

» L=tril(hilb(5));

» LL=L;

» ij=find(diag(L)==0)

ij =

     []

» LL*invlower(L)

ans =

    1.0000         0         0         0         0

         0    1.0000         0         0         0

         0         0    1.0000         0         0

    0.0000         0         0    1.0000         0

    0.0000         0         0         0    1.0000

» L

L =

    1.0000         0         0         0         0

    0.5000    0.3333         0         0         0

    0.3333    0.2500    0.2000         0         0

    0.2500    0.2000    0.1667    0.1429         0

    0.2000    0.1667    0.1429    0.1250    0.1111

La complessità computazionale è pari a  O(n3/6) moltiplicazioni e altrettante somme algebriche..

In Matlab, le inverse di R ed L si possono ottenere  mediante le istruzioni:

» L=inv(L);

» R=inv(R);

3. Risoluzione di sistemi triangolari.  

La risoluzione di un sistema triangolare inferiore si ottiene mediante l'algoritmo di eliminazione in avanti. Si può programmare tale algoritmo nel modo usuale per righe, usando come operazione di base SDOT, oppure per colonne, usando come operazione di base SAXPY.

Si riportano le due soluzioni e si ricorda che la risoluzione per colonna è normalmente più efficiente perché usa operazioni vettoriali in senso stretto.

function x=sollower(l,b);

% orientato per righe
n=length(b);

x=b;

x(1)=x(1)/l(1,1);

for i=2:n

   % SDOT
   x(i)=x(i)-l(i,1:i-1)*x(1:i-1);

   x(i)=x(i)/l(i,i);

end;

function x=ltrisol(l,b);

% orientato per colonne

n=length(b);

x=b;

x(1)=x(1)/l(1,1);

for j=2:n

   % SAXPY

   x(j:n)=x(j:n)-l(j:n,j-1)*x(j-1);

   x(j)=x(j)/l(j,j);

end;

» L=tril(hilb(7));

» ij=find(diag(L)==0)

ij =

    []

» b=L*ones(7,1);

» x=sollower(L,b)

x =

    1.0000

    1.0000

    1.0000

    1.0000

    1.0000

    1.0000

    1.0000

» x=ltrisol(L,b)

x =

    1.0000

    1.0000

    1.0000

    1.0000

    1.0000

    1.0000

    1.0000

La risoluzione di un sistema triangolare superiore si ottiene mediante l'algoritmo di sostituzione all'indietro. Si può programmare tale algoritmo nel modo usuale per righe, usando come operazione di base SDOT, oppure per colonne, usando come operazione di base SAXPY.

Si riportano le due soluzioni e si ricorda che la risoluzione per colonna è normalmente più efficiente perché usa operazioni vettoriali in senso stretto.

function x=solupper(r,b);

% orientato per righe

n=length(b);

x=b;

x(n)=x(n)/r(n,n);

for i=n-1:-1:1

   % SDOT

   x(i)=x(i)-r(i,i+1:n)*x(i+1:n);

   x(i)=x(i)/r(i,i);

end;

function x=rtrisol(r,b);

% orientato per colonne

n=length(b);

x=b;

x(n)=x(n)/r(n,n);

for j=n-1:-1:1

   % SAXPY

   x(1:j)=x(1:j)-r(1:j,j+1)*x(j+1);

   x(j)=x(j)/r(j,j);

end;

Verifica della correttezza:

» R=triu(hilb(7));

» b=R*ones(7,1);

» ij=find(diag(R)==0)   % verifica se la matrice è non singolare

ij =

     []

» x=solupper(R,b)

x =

    1.0000

    1.0000

    1.0000

    1.0000

    1.0000

    1.0000

    1.0000

» x=rtrisol(R,b)

x =

    1.0000

    1.0000

    1.0000

    1.0000

    1.0000

    1.0000

    1.0000

Entrambe gli algoritmi hanno una complessità pari a O(n2/2) moltiplicazioni e altrettante somme algebriche.

In Matlab, le soluzioni di sistemi triangolari si possono ottenere  mediante le istruzioni:

» x=L\b;

» x=R\b;

4. Supponiamo si debbano calcolare r sistemi triangolari aventi la stessa matrice dei coefficienti e diversi termini noti. In tal caso i termini noti possono essere intesi come le r colonne di una matrice B e si può calcolare le soluzioni in una matrice X aventi tante righe quanto è la dimensione del sistema (numero di incognite) e tante colonne quanti sono i sistemi da risolvere. Ovviamente X(:,i) diventa la soluzione del sistema avente come termine noto B(:,i).

function X=ltrisolm(L,B);

[n,r]=size(B);

X=B;

for k=1:r

   X(:,k)=ltrisol(L,B(:,k));

end;

Una applicazione di questo problema consiste nel trovare l'inversa di una matrice triangolare inferiore. Infatti si tratta di risolvere il sistema L X= I; in tal caso si trova l'inversa della matrice di Forsythe di ordine 5, che ha tutti 1 sulla diagonale e -1 nella parte sottodiagonale.

» n=5;

» L=2*eye(n)-tril(ones(n,n))

L =

     1     0     0     0     0

    -1     1     0     0     0

    -1    -1     1     0     0

    -1    -1    -1     1     0

    -1    -1    -1    -1     1

» X=ltrisolm(L,eye(n))

X =

     1     0     0     0     0

     1     1     0     0     0

     2     1     1     0     0

     4     2     1     1     0

     8     4     2     1     1

» L*X

ans =

     1     0     0     0     0

     0     1     0     0     0

     0     0     1     0     0

     0     0     0     1     0

     0     0     0     0     1

5. Risoluzione di un sistema qualunque con l'algoritmo di Gauss.

L'algoritmo di Gauss consente di calcolare la fattorizzazione LR di una matrice A e può essere applicato solo a matrici che hanno tutti i minori principali primi di ordine 1, 2, 3, …,n-1 non nulli.

La fattorizzazione LR consiste nella determinazione di una matrice triangolare inferiore con 1 sulla diagonale e di una matrice triangolare superiore (fattorizzazione di Doolittle). Il costo computazionale è pari a O(n3/3) moltiplicazioni e altrettante somme algebriche.

Se poi la matrice è non singolare, è possibile risolver il sistema associato alla matrice, mediante un algoritmo di eliminazione in avanti e uno di sostituzione all'indietro, con un totale di O(n2) moltiplicazioni e altrettante somme algebriche:

A x = b

Se A=LR,

Ly=b

Rx=y

La fattorizzazione LR consente il calcolo del determinante della matrice, moltiplicando gli elementi diagonali di R con n-1 moltiplicazioni.

function [L,R,deter]=gauss1(A);

% fattorizzazione di Gauss - I versione

n=max(size(A));

for k=1:n-1

   if abs(A(k,k))<eps *norm(A,inf) 
      error('fatt. non effettuabile');
   else
      % for i=k+1:n

      %A(i,k)=A(i,k)/A(k,k);

      %for j=k+1:n

      % A(i,j)=A(i,j)-A(i,k)*A(k,j);

      A(k+1:n,k)=A(k+1:n,k)./A(k,k);

      %  operazione di base a livello 2: aggiornamento mediante diadi

      A(k+1:n,k+1:n)=A(k+1:n,k+1:n)-A(k+1:n,k)*A(k,k+1:n);

   end;
end;

deter=prod(diag(A));

R=triu(A);

L=eye(n)+(A-R);

Si noti che l'operazione più interna è una operazione di aggiornamento di una matrice mediante una diade (operazione BLAS2).

Si verifica la correttezza della fattorizzazione nel seguente modo:

» A=hilb(4)

A =

    1.0000    0.5000    0.3333    0.2500

    0.5000    0.3333    0.2500    0.2000

    0.3333    0.2500    0.2000    0.1667

    0.2500    0.2000    0.1667    0.1429

» b=A*ones(4,1);  % si determina un termine noto

» [L,R,deter]=gauss1(A);

» L*R

ans =

    1.0000    0.5000    0.3333    0.2500

    0.5000    0.3333    0.2500    0.2000

    0.3333    0.2500    0.2000    0.1667

    0.2500    0.2000    0.1667    0.1429

» y=ltrisol(L,b);

» x=rtrisol(R,y)

x =

    1.0000

    1.0000

    1.0000

    1.0000

» deter

deter =

  1.6534e-007

Si osservi che la matrice è vicina alla singolarità numerica, ossia ha le colonne quasi linearmente dipendenti.

Se si rammenta che la fattorizzazione di una matrice con minori principali primi di ordine 1,2,…,n-1 non nulli è in realtà data da:

A= L*D*U

con L e U triangolari con elementi diagonali uguali a 1 e D diagonale, la fattorizzazione di Crout (Ltilde*U) è ottenibile dalla fattorizzazione LR (di Doolittle) determinata con l'algoritmo di Gauss nel seguente modo:

» D=diag(diag(R));

» U=inv(D)*R;

» Ltilde=L*D;

» Ltilde*U

ans =

    1.0000    0.5000    0.3333    0.2500

    0.5000    0.3333    0.2500    0.2000

    0.3333    0.2500    0.2000    0.1667

    0.2500    0.2000    0.1667    0.1429

» L*D*U

ans =

    1.0000    0.5000    0.3333    0.2500

     0.5000    0.3333    0.2500    0.2000

     0.3333    0.2500    0.2000    0.1667

     0.2500    0.2000    0.1667    0.1429

Se si vuole oltre che fattorizzare A anche risolvere p sistemi aventi come termini noti le colonne della matrice B, si può modificare gauss1.m nel seguente modo:

function [X,L,R,deter]=solgauss1(A,B);

% fattorizzazione di Gauss - I versione

A=[A B];

[n,m]=size(A);

p=m-n;

for k=1:n-1

   if abs(A(k,k))<eps *norm(A,inf) 
      error('fatt. non effettuabile');
      break;
   else
      % for i=k+1:n

      %A(i,k)=A(i,k)/A(k,k);

      %for j=k+1:n

      % A(i,j)=A(i,j)-A(i,k)*A(k,j);

      A(k+1:n,k)=A(k+1:n,k)./A(k,k);

      %  operazione di base a livello 2: aggiornamento mediante diadi

      A(k+1:n,k+1:m)=A(k+1:n,k+1:m)-A(k+1:n,k)*A(k,k+1:m);

   end;
end;

deter=prod(diag(A));

R=triu(A(1:n,1:n));

for j=1:p

   X(:,j)=rtrisol(R,A(:,n+j));

end;

L=eye(n)+(A(1:n,1:n)-R);

In MATLAB è possibile ottenere la fattorizzazione LR mediante l'istruzione:

» [L,R]=lu(A)

L =

    1.0000         0         0         0

    0.5000    1.0000    1.0000         0

    0.3333    1.0000         0         0

    0.2500    0.9000   -0.6000    1.0000

R =

    1.0000    0.5000    0.3333    0.2500

         0    0.0833    0.0889    0.0833

         0         0   -0.0056   -0.0083

         0         0         0    0.0004

e la risoluzione del sistema mediante l'istruzione:

» x=A\b

x =

    1.0000

    1.0000

    1.0000

    1.0000

Condizioni sufficienti perché una matrice sia fattorizzabile mediante l'algoritmo di Gauss è che sia:

· Strettamente diagonale dominante;

· Diagonale dominante non singolare

· Simmetrica definita positiva.

Le matrici di Hilbert sono una classe di matrici simmetriche definite positive, definite nel seguente modo

H(i,j)=1/(i+j-1)    i,j=1,…n

In MATLAB una matrice di Hilbert di ordine n è costruita mediante la funzione  hilb(n).

6. Fattorizzazione di Cholesky. 

La fattorizzazione di Cholesky caratterizza le matrici simmetriche definite positive.

Sia A una matrice simmetrica definita positiva; allora A=L Lt, ove L è una matrice triangolare superiore con elementi diagonali positivi.

Si determina L mediante le seguenti osservazioni:

a(i,j)= l(i,1) l(j,1)+ l(i,2) l(j,2)+….+ l(i,j) l(j,j)              poiché è j(i

Da ciò segue che:

l(i,i)= sqrt( a(i,i) - (l(i,1)2 + l(i,2)2+…l(i,i-1)2))                        per i=j

l(i,j)= (a(i,j) -(l(i,1)l(j,1)+…+l(i,j-1) l(j,j-1)))/l(j,j)          per i>j

Ovviamente  se non è possibile estrarre la radice quadrata per calcolare l(i,i) perché il termine sotto radice è negativo o nullo, allora A non è definita positiva o e semidefinita positiva. Pertanto quando di una matrice simmetrica non si riesce a ottenere la fattorizzazione di Cholesky, questo è un indice che la matrice non è definita positiva.

Per il calcolo degli elementi di L, se si mantiene nel triangolo superiore l'informazione sugli elementi di A, si possono calcolare gli elementi sottodiagonali di L sovrapponendoli agli elementi corrispondenti di A e gli elementi diagonali di L vengono calcolati in un vettore p. 

L'ordine o pavimentazione con cui vengono calcolati gli elementi di L è quello per colonne a partire per ciascuna colonna dall'elemento diagonale all'n-esimo.

function [L,deter]=cholesky(a);

% fattorizzazione di Cholesky
n=max(size(a));

deter=1;

for j=1:n

   for i=j:n

     s=a(j,i)-a(i,1:j-1)*a(j,1:j-1)';

     if i==j

         if s<=0 

            error('matrice non definita positiva');

         else





 deter=deter*s;





 p(j)=sqrt(s);

         end;

      else

         a(i,j)=s/p(j);

      end;

   end;

end;


L=diag(p)+tril(a)-diag(diag(a));

Si osservi che il determinante della matrice A è determinato come prodotto del quadrato degli elementi diagonali di L. 

La risoluzione di un sistema del tipo Ax=b è ricondotta a:

Ly=b

Ltx=y

Nel seguito si verifica la correttezza del codice e si risolve un sistema associato ad A:

» A=hilb(4);

» [L,deter]=cholesky(A);

» L

L =

    1.0000         0         0         0

    0.5000    0.2887         0         0

    0.3333    0.2887    0.0745         0

    0.2500    0.2598    0.1118    0.0189

» deter

deter =

  1.6534e-007

» L*L'

ans =

    1.0000    0.5000    0.3333    0.2500

    0.5000    0.3333    0.2500    0.2000

    0.3333    0.2500    0.2000    0.1667

    0.2500    0.2000    0.1667    0.1429

» b=A*ones(4,1);

» y=ltrisol(L,b);

» x=rtrisol(L',y)

x =

    1.0000

    1.0000

    1.0000

    1.0000

La complessità computazionale dell'algoritmo di Cholesky è dell'O(n3/6) moltiplicazioni e altrettante somme algebriche (richiede la metà di operazioni di Gauss, perché occorre calcolare solo una matrice, anziché due,  grazie alla simmetria di A).

Altre implementazioni dell'algoritmo di Cholesky sono le seguenti.

Implementazione che usa come operazione di base l'operazione a livello 1 SAXPY; è un algoritmo orientato per colonne.

function [L,deter]=cholesky1(a);

% fattorizzazione di Cholesky
n=max(size(a));

deter=1;

s=zeros(n,1);

for j=1:n

   s(j:n)=a(j:n,j);

   for k=1:j-1

      % operazione di base SAXPY
      s(j:n)=s(j:n)-a(j:n,k)*a(j,k);

   end;

  if s(j)<=0

       error('matrice non definita positiva');

   else

   a(j:n,j)=s(j:n)/sqrt(s(j));

   end;

end;

L=tril(a);

deter=prod(diag(L))^2;

Implementazione che usa come operazione di base l'operazione a livello 2 matrice-vettore, detta anche GAXPY.

function [L,deter]=cholesky2(a);

% fattorizzazione di Cholesky
n=max(size(a));

deter=1;

s=zeros(n,1);

for j=1:n

   % operazione di base a livello 2 - matrice-vettore

   s(j:n)=a(j:n,j)-a(j:n,1:j-1)*a(j,1:j-1)';

   if s(j)<=0

       error('matrice non definita positiva');

   else

   a(j:n,j)=s(j:n)/sqrt(s(j));

   end;

end;

L=tril(a);

deter=prod(diag(L))^2;

Effettuiamo un confronto fra le tre modalità di implementazione:

fprintf('n   tsaxpy   tgaxpy \n');

for i=16:16:200;

A=hilb(i);

%t1=clock;
%[L,deter]=cholesky(A);
%t2=clock;
%tsdot=etime(t2,t1);
t1=clock;

[L,deter]=cholesky1(A);

t2=clock;

tsaxpy=etime(t2,t1);

t1=clock;

[L,deter]=cholesky2(A);

t2=clock;

tgaxpy=etime(t2,t1);

fprintf('%g     %g    %g\n', i, tsaxpy,tgaxpy);

end

» provacho

n   tsaxpy   tgaxpy 

16     0        0.06

32     0.16    0

48     0.32    0.06

64     0.66    0.06

80     1.05    0.16

96     1.54    0.22

112     2.09    0.33

128     2.86    0.44

144     3.68    0.55

160     4.94    0.82

176     8.3    1.53

192     9.94    2.58

È evidente la maggiore efficienza dell'implementazione basata sull'operazione GAXPY di BLAS2.

Entro Matlab, si ottiene la fattorizzazione di Cholesky con l'istruzione:

» R=chol(A)

ove R è uguale a L'.

7. Risoluzione di sistemi tridiagonali. 

Supponiamo di avere una matrice tridiagonale definita positiva o diagonale dominante non singolare, in modo che sia assicurata l'esistenza della fattorizzazione LR di tale matrice.

A causa della struttura della matrice, il calcolo della fattorizzazione è particolarmente semplice.

Infatti  se A=tridiagonale(c(i),d(i),b(i)), con c(1)=b(n)=0, allora

A= L R

con L bidiagonale inferiore con 1 sulla diagonale e l(i) sulla sottodiagonale e R è bidiagonale superiore con u(i) sulla diagonale e s(i) sulla sopradiagonale.

Calcoliamo formule per l(i),u(i),s(i).

Da  b(i)= A(i,i+1)= (0,….,l(i)  1  ….) (0…  s(i) u(i+1) …)'= s(i)     si ottiene

s(i)=b(i)   i=1,n-1

Da  c(i)= A(i,i-1)=(0 … l(i) 1 …) (0… b(i-2) u(i-1) … 0)' =  l(i) u(i-1)     si ottiene     

l(i)=c(i)/u(i-1)    i=2,n

Da   d(i)=A(i,i)=(0 … l(i) 1 .. 0) (0…. b(i-1) u(i)…)'=  b(i-1)*l(i)+u(i)   si ottiene

u(1)= d(1)

u(i) = d(i)-b(i-1) l(i)     i=2,n

Pertanto l'algoritmo  di fattorizzazione di una matrice tridiagonale è il seguente:

function [l,u]=tridialu(c,d,b);

n=length(d);

% u(1)=d(1)
for i=2:n

   % si sovrappone u al vettore d e l al vettore c
   % l(i)=c(i)/u(i-1)

   c(i)=c(i)/d(i-1);

   % u(i)=d(i)-l(i)*b(i-1)
   d(i)=d(i)-c(i)*b(i-1);

end;

l=c(1:n);

u=d;

La verifica della correttezza è eseguita nel seguente modo:

» d=2*ones(6,1);   % matrice tridiag(-1, 2, -1)

» c=-ones(6,1);

» b=-ones(6,1);

» c(1)=0;b(6)=0;

» [l,u]=tridialu(c,d,b);

» l

l =

    0

   -0.5000

   -0.6667

   -0.7500

   -0.8000

   -0.8333

» u

u =

    2.0000

    1.5000

    1.3333

    1.2500

    1.2000

    1.1667

» L=eye(6)+diag(l(2:6),-1);

» R=diag(u)+diag(b(1:5),1);

» L*R

ans =

     2    -1     0     0     0     0

    -1     2    -1     0     0     0

     0    -1     2    -1     0     0

     0     0    -1     2    -1     0

     0     0     0    -1     2    -1

     0     0     0     0    -1     2

Se ora si vuole calcolare la risoluzione di un sistema Ax=f, occorre risolvere:

Ly=f

ossia 

y(1)=f(1)

y(i)=b(i)-l(i)*y(i-1)  i=2,n

e poi

Rx=y

x(n)= u(n)/y(n)

x(i)= y(i)- b(i)*x(i+1)    i=n-1,n-2,..1

Ciò viene eseguito dalle due funzioni:

function y=lbsol(l,d,f);

n=length(f);

y=f;

y(1)=y(1)/d(1);

for i=2:n

   y(i)=(y(i)-l(i)*y(i-1))/d(i);

end;

function x=rbsol(u,b,y);

n=length(y);

x=y;

x(n)=x(n)/u(n);

for i=n-1:-1:1

   x(i)=(x(i)-b(i)*x(i+1))/u(i);

end;

e dalle istruzioni:

»z =L*R*ones(6,1)

     1

     0

     0

     0

     0

     1

» [l,u]=tridialu(c,d,b);

» y=lbsol(l,ones(6,1),z);  % oppure y(1)=z(1); for i=2:n   y(i)=z(i)-l(i)*y(i-1); end;

» x=rbsol(u,b,y)

x =

    1.0000

    1.0000

    1.0000

    1.0000

    1.0000

    1.0000

La complessità computazionale della fattorizzazione è pari a O(2n) operazioni, la risoluzione del sistema a O(3n) operazioni (poiché lbsol in realtà non necessita della divisione, essendo la diagonale di L unitaria).

Il determinante della matrice tridiagonale si ottiene come:

» deter=prod(u)

deter =

    7.0000

8. Risoluzione di sistemi di Hessemberg.

Assumiamo di avere una matrice di Hessemberg superiore fattorizzabile mediante l'algoritmo di Gauss. 

L'algoritmo si semplifica notevolmente, poiché la matrice L diventa bidiagonale inferiore con elementi diagonali uguali a 1.

function [l,R]=hesslr(a);

n=max(size(a));

l=zeros(n-1,1);

for k=1:n-1

   l(k)=a(k+1,k)/a(k,k);

   a(k+1,k+1:n)=a(k+1,k+1:n)-l(k)*a(k,k+1:n);

end;

R=triu(a);


Si verifica la correttezza del codice nel seguente modo:


» A=hilb(6);


» A=A-tril(A,-2)


A =

    1.0000    0.5000    0.3333    0.2500    0.2000    0.1667

    0.5000    0.3333    0.2500    0.2000    0.1667    0.1429

         0    0.2500    0.2000    0.1667    0.1429    0.1250

         0         0    0.1667    0.1429    0.1250    0.1111

         0         0         0    0.1250    0.1111    0.1000

         0         0         0         0    0.1000    0.0909

» [l,R]=hesslr(A);

» L=eye(6)+diag(l,-1);

» L*R

ans =

    1.0000    0.5000    0.3333    0.2500    0.2000    0.1667

    0.5000    0.3333    0.2500    0.2000    0.1667    0.1429

         0    0.2500    0.2000    0.1667    0.1429    0.1250

         0         0    0.1667    0.1429    0.1250    0.1111

         0         0         0    0.1250    0.1111    0.1000

         0         0         0         0    0.1000    0.0909

Per risolvere il sistema associato si procede nel seguente modo:

» b=L*R*ones(6,1);

» laux=[0 l]

laux =

         0    0.5000    3.0000   -3.3333   -2.4231   -2.1034

» y=lbsol(laux,ones(6,1),b)  % oppure y(1)=b(1); for i=2:n y(i)=b(i)-l(i-1)*y(i-1)  end;

y =

    2.4500

    0.3679

   -0.2190

   -0.1845

   -0.1110

   -0.0426

» x=rtrisol(R,y)

x =

    1.0000

    1.0000

    1.0000

    1.0000

    1.0000

    1.0000

La complessità computazionale è pari a O(n2/2) operazioni (molt+somme alg.) per la fattorizzazione e a O(n2/2) per la risoluzione del sistema.

9. Risoluzione di un sistema mediante l'algoritmo di Gauss con pivoting parziale.

L'algoritmo di Gauss con pivoting parziale può essere realizzato nel seguente modo:

function [L,R,P,deter]=gauss2(A);

% fattorizzazione di Gauss con pivoting parziale - II versione
n=max(size(A));

deter=1;temp=zeros(1,n);

P=1:n;

tol=eps*norm(A,inf);

for k=1:n-1

   [amax,ind]=max(abs(A(k:n,k)));

   ind=ind+k-1;

   if k~= ind

      aux=P(k);

      P(k)=P(ind);

      P(ind)=aux;

      deter=-deter;

      temp=A(ind,:);

      A(ind,:)=A(k,:);

      A(k,:)=temp;

   end;

   deter=deter*A(k,k);

   if abs(A(k,k))>tol 

      A(k+1:n,k)=A(k+1:n,k)./A(k,k);

      %  operazione di base: aggiornamento mediante diadi
      A(k+1:n,k+1:n)=A(k+1:n,k+1:n)-A(k+1:n,k)*A(k,k+1:n);

   end;

end;

deter=deter*A(n,n);

R=triu(A);

L=eye(n)+(A-R);

P non è la matrice di permutazione, ma un vettore che suggerisce come occorre permutare gli elementi di un vettore quando esso è premoltiplicato per la matrice di permutazione.

Per risolvere il sistema Ax=b occorre risolvere

Ly=Pb

Rx=y

Un esempio di utilizzo, che verifica anche la correttezza del codice è:

» b=A*ones(5,1);

» b

b =

    1.9877

    2.5330

    2.6322

    2.2611

    1.1931

» b=b(P)

b =

    2.2611

    2.5330

    1.1931

    2.6322

    1.9877

» y=ltrisol(L,b);x=rtrisol(R,y)

x =

    1.0000

    1.0000

    1.0000

    1.0000

    1.0000

La complessità computazionale è la medesima del metodo di Gauss senza pivoting (O(n3/3) molt. e somme).

In MATLAB, si può ottenere la fattorizzazione LR di una matrice con pivoting mediante l'istruzione:

» [L,R,P]=lu(A)

ove P è una matrice di permutazione, tale che PA=LR.

La risoluzione del sistema Ax=b si ottiene con l'istruzione seguente, che esegue implicitamente la fattorizzazione LR con l'algoritmo di Gauss con pivoting parziale:

» x=A\b


Anche det(A)  entro MATLAB viene determinato mediante la fattorizzazione LR con pivoting.

10. La tecnica di pivoting parziale permette di mantenere il residuo r=b-Aw piccolo, quando si risolve numericamente il sistema Ax=b, calcolandone una soluzione approssimata w. In altre parole, assicura la stabilità dell'algoritmo di Gauss.

Nel seguente codice si considera la matrice A=[delta 1; 1 1] con valori di delta da 10-2 a 10-18 e si esegue la risoluzione del sistema Ax=b=[1+delta 2]' con l'algoritmo di Gauss senza pivoting e con pivoting. Si osserva che mentre nel primo caso per valori di delta piccoli ci sono problemi di stabilità dovuti a un perno piccolo, nell'altro caso essi sono risolti e il residuo è piccolo.

fprintf('delta    soluzione senza pivoting  norm(r)    soluzione con pivoting    norm(r)  \n');

for delta=logspace(-2,-18,9)

   A=[delta 1; 1 1];

   b=[1+delta 2]';


[L,R,deter]=gauss1(A);

   y=ltrisol(L,b);

   x1=rtrisol(R,y);

   r1=b-A*x1;

   [L,R,P,deter]=gauss2(A);

   y=ltrisol(L,b(P));

   x2=rtrisol(R,y);

   r2=b-A*x2;

   fprintf(' %5.0e  %6.3e  %6.3e   %6.3e  %6.3e   %6.3e  %6.3e \n',delta, x1(1),x1(2), norm(r1,inf),x2(1),x2(2),norm(r2,inf));

end;

» stab

delta      soluzione senza pivoting      norm(r)       soluzione con pivoting      norm(r)  

 1e-002  1.000e+000  1.000e+000   8.882e-016  1.000e+000   1.000e+000  0.000e+000 

 1e-004  1.000e+000  1.000e+000   1.101e-013  1.000e+000   1.000e+000  0.000e+000 

 1e-006  1.000e+000  1.000e+000   2.876e-011  1.000e+000   1.000e+000  0.000e+000 

 1e-008  1.000e+000  1.000e+000   6.077e-009  1.000e+000   1.000e+000  0.000e+000 

 1e-010  1.000e+000  1.000e+000   8.274e-008  1.000e+000   1.000e+000  0.000e+000 

 1e-012  9.999e-001  1.000e+000   1.331e-004  1.000e+000   1.000e+000  2.220e-016 

 1e-014  9.992e-001  1.000e+000   7.993e-004  1.000e+000   1.000e+000  0.000e+000 

 1e-016  2.220e+000  1.000e+000   1.220e+000  1.000e+000   1.000e+000  0.000e+000 

 1e-018  0.000e+000  1.000e+000   1.000e+000  1.000e+000   1.000e+000  0.000e+000 

11. Quando si devono eseguire calcoli che coinvolgono l'inversa di una matrice, è preferibile risolvere il sistema associato. Per esempio, supponiamo si debba calcolare:


ct A-1 d


ove c e d sono vettori di dimensione n e A è una matrice quadrata di ordine n.


invece di calcolare l'inversa di A è opportuno eseguire il seguente codice:


[L,R,P,deter]=gauss2(A);

y=ltrisol(L,d(P));

x=rtrisol(R,y);

sol=c'*x;


o, con istruzioni di MATLAB,


x=A\d;

sol=c'*x;

Nel caso si debbano risolvere una sequenza di sistemi  Ax(1)=x(0); Ax(2)=x(1) ; Ax(3)=x(2); Ax(4)=x(3) , si può procedere nel seguente modo:

X=zeros(n,5);

X(:,1)=x0;

[L,R,P,deter]=gauss2(A);

for k=2:5

   b=X(:,k-1);

   y=ltrisol(L,b(P));

   X(:,k)=rtrisol(R,y);

end;

o, con istruzioni MATLAB,

X=zeros(n,5);

X(:,1)=x0;

[L,R,P]=lu(A);

for k=2:5

   b=X(:,k-1);

   y=L\(P*b);

   X(:,k)=R\y;

end;

12.  Usiamo l'algoritmo di Gauss con pivoting parziale per risolvere sistemi associati a matrici di Hilbert di ordine crescente.


for n=5:14

   fprintf(' ********************************\n');

   fprintf('  Matrice di Hilbert di ordine=%g   \n',n);

   A=hilb(n);

   b=A*ones(n,1);

   [L,R,deter]=gauss1(A);

   y=ltrisol(L,b);

   x=rtrisol(R,y);

   fprintf('Soluzione:\n');

   fprintf('%g \n',x);

   r=b-A*x;

   ka=norm(A,inf)*norm(inv(A),inf)

   fprintf('norma del residuo=%2.9e \n',norm(r,inf));

   fprintf('K(A)=%2.9e \n',ka);

   fprintf('errore rel=%2.9e',norm(x-ones(n,1),Inf));

   fprintf('valore magg=%2.9e \n',ka*norm(r,inf));

   pause

end;

Per n>10, la soluzione diventa inaccettabile. Nonostante il residuo si mantenga piccolo, l'errore relativo è rilevante. Ciò è in accordo con la teoria sul condizionamento del problema nella risoluzione dei sistemi.

13. Algoritmo per il calcolo della fattorizzazione QR di una matrice A generale con matrici di rotazione elementare di Givens.

Si usa una funzione che dati i due elementi di un vettore x1 e x2 genera una rotazione di Givens G tale che G [x1 x2]'=[y1 y2]' con y2=0. Si usano formule stabili per tale calcolo.

function [c,s]=rotate(x1,x2);

%  rotazione elementare

%  si determinano c ed s tali da annullare l'elemto y2

%

if x2==0 

   c=1;s=0;

else

   if abs(x2)>=abs(x1)

      t=x1/x2; s=1/sqrt(1+t^2);c=s*t;

   else

      t=x2/x1; c=1/sqrt(1+t^2);s=t*c;

   end;

end;

Il seguente codice genera la fattorizzazione QR di una matrice qualunque. Si fa in modo che gli elementi diagonali di R sia non negativi.

function [Q,R]=qrfatt(A);

% fattorizzazione QR con rotazioni di Givens

%

[m,n]=size(A);

k=min([m-1 n]);

Q=eye(m);
temp=zeros(2,n);

for i=1:k

   for j=i+1:m

      if A(j,i)~=0

      [c,s]=rotate(A(i,i),A(j,i));

   %  A([i,j],i:n)=[c s;-s c]*A([i,j],i:n);
      temp(:,i:n)=A([i,j],i:n);

      A([i,j],i:n)=[c s;-s c]*temp(:,i:n);

      Q(:,[i,j])=Q(:,[i,j])*[c -s; s c];

      end;

   end;

end;

R=triu(A);

% elementi diagonali di R non negativi

for i=1:min(m,n)

   if R(i,i)<0

      R(i,i:n)=-R(i,i:n);

      Q(:,i)=-Q(:,i);

   end;

end;

Si verifica la correttezza del codice.

» A=rand(7,3);

» [Q,R]=qrfatt(A);

» Q'*Q

ans =

    1.0000    0.0000         0         0    0.0000    0.0000    0.0000

    0.0000    1.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000

         0    0.0000    1.0000         0    0.0000    0.0000    0.0000

         0    0.0000         0    1.0000    0.0000    0.0000    0.0000

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    1.0000    0.0000    0.0000

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    1.0000    0.0000

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    1.0000

» Q*R

ans =

    0.8385    0.6213    0.2714

    0.5681    0.7948    0.2523

    0.3704    0.9568    0.8757

    0.7027    0.5226    0.7373

    0.5466    0.8801    0.1365

    0.4449    0.1730    0.0118

    0.6946    0.9797    0.8939

» A

A =

    0.8385    0.6213    0.2714

    0.5681    0.7948    0.2523

    0.3704    0.9568    0.8757

    0.7027    0.5226    0.7373

    0.5466    0.8801    0.1365

    0.4449    0.1730    0.0118

    0.6946    0.9797    0.8939

La sua complessità è dell'O(4n3/3) molt.+ somme algebriche. Se la matrice è sparsa, la complessità diminuisce.

» A=hilb(5);  % matrice densa

» flops(0);

» [Q,R]=qrfatt(A);

» flops        

ans =

   785

% ritorna il numero di operazioni floating da quando si esegue flops(0), %azzerando il contatore.

» A=triu(A)+diag(diag(A,-1),-1); % matrice di Hessemberg

» flops(0);

» [Q,R]=qrfatt(A);

» flops

ans =

   301

Se occorre risolvere un sistema Ax=b, occorre procedere nel seguente modo:

» A=hilb(5);

» b=A*ones(5,1);

» [Q,R]=qrfatt(A);

» x=rtrisol(R,Q'*b)

x =

    1.0000

    1.0000

    1.0000

    1.0000

    1.0000

Sotto MATLAB, la fattorizzazione QR può essere ottenuta con l'istruzione:

» [Q,R]=qr(A);

14.  Se A è una matrice a colonne linearmente indipendenti, si può ottenere la sua fattorizzazione QR con l'algoritmo di Gram Schmidt.


function [Q,R]=gram(A);

% fattorizzazione QR con l'algoritmo di Gram Schmidt

%

[m,n]=size(A);

R=zeros(n,n);

Q=zeros(m,n);

for j=1:n

   Q(:,j)=A(:,j);

   for i=1:j-1

      R(i,j)=A(:,j)'*Q(:,i);

   end;

   Q(:,j)=Q(:,j)-Q(:,1:j-1)*R(1:j-1,j);

   R(j,j)=norm(Q(:,j));

   Q(:,j)=Q(:,j)/R(j,j);

end;

Tuttavia per matrici mal condizionate, ossia a colonne quasi dipendenti, l'algoritmo è instabile e determina una matrice Q con colonne non ben ortogonali fra loro; la fattorizzazione QR è stabile, come si può vedere dal risultato del seguente confronto.

fprintf(' delta  norm(Qf''Qf-I) norm(Qg''Qg-I) \n');
for delta=10.^(-2:-1:-6)

   A=ones(5,3);

   A(1,1)=A(1,1)+delta;

   A(2,2)=A(2,2)+delta;

   [Q,R]=qrfatt(A);

   Q=Q(:,1:3);

   R=R(1:3,1:3);

   [Q1,R1]=gram(A);

   err=norm(Q'*Q-eye(3));

   errg=norm(Q1'*Q1-eye(3));

   fprintf(' %5.3e   %5.3e  %5.3e \n',delta,err,errg);

end;

» provaort

 delta           norm(Qf'Qf-I) norm(Qg'Qg-I) (Gram)

 1.000e-002   9.494e-016   3.791e-012 

 1.000e-003   3.548e-016   2.177e-009 

 1.000e-004   5.508e-016   2.150e-007 

 1.000e-005   2.807e-016   1.989e-005 

 1.000e-006   5.107e-016   1.150e-004 

15. Calcolo dell'inversa di una matrice.

Per matrici A qualunque, si può utilizzare l'algoritmo di Gauss con pivoting parziale e risolvere il sistema AX=I:

function X=inversa1(A);

n=max(size(A));

X=eye(n);

temp=ones(n,1);

[L,R,P]=gauss2(A);

for i=1:n

   temp=X(:,i);

   X(:,i)=rtrisol(R,ltrisol(L,temp(P)));

end;

oppure la fattorizzazione QR di A:

function X=inversa2(A);

n=max(size(A));

X=eye(n);

temp=ones(n,1);

[Q,R]=qrfatt(A);

for i=1:n

   temp=Q'*X(:,i);

   X(:,i)=rtrisol(R,temp);

end;

Per matrici definite positive si può utilizzare la fattorizzazione di Cholesky, per risolvere il sistema AX=I


function X=inversa3(A);

n=max(size(A));

X=eye(n);

temp=ones(n,1);

[L]=cholesky(A);

for i=1:n

   temp=X(:,i);

   X(:,i)=rtrisol(L',ltrisol(L,temp));

end;

oppure calcolando il prodotto L-t L-1, ove compare l'inversa di L:

function X=inversa4(A);

[L]=cholesky(A);

L=invlower(L);

X=L'*L;

Un altro algoritmo per il calcolo dell'inversa di una matrice è l'algoritmo di Gauss-Jordan, riportato nel seguente codice:

function X=gj(A);

% Algoritmo di Gauss-Jordan
n=max(size(A));

temp=zeros(1,2*n);

A=[A eye(n)];

for k=1:n

   [amax,ind]=max(abs(A(k:n,k)));

   ind=ind+k-1;

   if k~= ind

      temp=A(ind,:);

      A(ind,:)=A(k,:);

      A(k,:)=temp;

   end;

      A([1:k-1,k+1:n],k)=A([1:k-1,k+1:n],k)./A(k,k);

      %  operazione di base: aggiornamento mediante diadi
      A([1:k-1,k+1:n],k+1:2*n)=A([1:k-1,k+1:n],k+1:2*n)-...

         A([1:k-1,k+1:n],k)*A(k,k+1:2*n);

end;

X=inv(diag(diag(A(:,1:n))))*A(:,n+1:2*n);   


Esso è basato sulle trasformazioni elementari di Gauss-Jordan.
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