ESERCIZI SUI METODI ITERATIVI

1. Le seguenti M-function implementano i metodi di Iacobi, Gauss Seidel e SOR. 

Si assume che A sia una matrice sparsa; maxit è il massimo numero di iterazioni permesse e tol è la tolleranza relativa richiesta. Inizialmente x contiene l'approssimazione iniziale alla soluzione; nel metodo SOR occorre fornire anche il valore omega del parametro di rilassamento.

function [x,k]=jacobi(A,b,x,maxit,tol);

n=max(size(A));

for k=1:maxit

   xtemp=x;

%   for i=1:n

%     x(i)=(-A(i,[1:i-1,i+1:n])*xtemp([1:i-1,i+1:n])+b(i))/A(i,i);

%   end;

x=(-A*xtemp+diag(diag(A))*xtemp+b)./diag(A);

if norm(xtemp-x,inf)<tol*norm(x,inf)

   break

end;

end;

if k==maxit

   error('convergenza non raggiunta')

end;

function [x,k]=gauss_seidel(A,b,x,maxit,tol);

n=max(size(A));

for k=1:maxit

   xtemp=x;

   for i=1:n

     x(i)=(-A(i,[1:i-1,i+1:n])*x([1:i-1,i+1:n])+b(i))/A(i,i);

   end;

   if norm(xtemp-x,inf)<tol*norm(x,inf)

   break

end;

end;

if k==maxit

   error('convergenza non raggiunta')

end;

function [x,k]=sor(A,b,x,maxit,tol,omega);

n=max(size(A));

for k=1:maxit

   xtemp=x;

   for i=1:n

     x(i)=(-A(i,[1:i-1,i+1:n])*x([1:i-1,i+1:n])+b(i))/A(i,i);

     x(i)=(1-omega)*xtemp(i)+omega*x(i);

 end;

   if norm(xtemp-x,inf)<tol*norm(x,inf)

   break

end;

end;

if k==maxit

   error('convergenza non raggiunta')

end;

La complessità computazionale di ogni iterazione dei tre metodi è pari a un prodotto matrice vettore, ossia è dell'ordine del numero di elementi non nulli della matrice A.

2. Si considera il problema connesso al seguente circuito elettrico:

4       1 (          3        3 (       2         2 (        1   40 V

   5     1 (          6       4 (        7          1 (       8   0 V
Le resistenze sono indicate in  ohm (() e i potenziali in volt (V). Si denota la corrente che fluisce dal nodo i al nodo j con Iij. Essa è misurata in ampere.

Per conoscere quali sono i potenziali in ogni nodo ci si serve della legge di Ohm:

        (Vi - Vj) /  Rij = Iij

e della legge di Kirkhoff, secondo cui la somma algebrica di tutte le  correnti che entrano in un nodo è 0.

Seguendo tale legge si mostra che

R36=2/3 (
Pertanto il problema si può risolvere impostando il seguente sistema:

nodo 2


I12+I72+I32= (40-V2)/2 + (V7-V2)/1 + (V3-V2)/3 =0

nodo 3             I23+I63+I43= ((V2-V3)/3 + (V6-V3)/(2/3) + (V4-V3)/3=0

nodo 4             I34+I54=(V3-V4)/1 + (V5-V4)/2=0

nodo 5             I45+I65=(V4-V5)/2 + (V6-V5)/1 = 0

nodo 6             I56+I36+I76=(V5-V6)/1 + (V3-V6)/(2/3) + (V7-V6)/4=0

nodo 7             I67+I27+I87=(V6-V7)/4+(V2-V7)/1+(0-V7)/1=0

Si ottiene così un sistema di 6 equazioni in 6 incognite (V2,V3,V4,V5,V6,V7) che è irriducibilmente diagonale dominante.

Allora il sistema si può risolvere con Gauss senza pivoting, ma in tal caso occorre usare la memorizzazione densa.

I metodi di Iacobi, di Gauss Seidel sono convergenti.

Poiché gli elementi non diagonali sono negativi o nulli e gli elementi diagonali sono positivi, la matrice di Iacobi è ad elementi positivi o nulli e quindi per il teorema di Stein-Rosemberg, il metodo di Gauss Seidel è più veloce del metodo di Iacobi.

Si può dimostrare che anche il metodo SOR è convergente

Il seguente M-file risolve il sistema, usando memorizzazione sparsa:

% 

% Costruzione della matrice per diagonali

%

d0=[11 17 3 3 11 9]';

n=length(d0);

d1=[0 -2 -6 -1 -2 -1]';

d_1=[-2 -2 -1 -4 -1 0]';

A=spdiags([d_1,d0,d1],[-1 0 1],n,n);

A(1,n)=-6;

A(n,1)=-4;

A(2,n-1)=-9;

A(n-1,2)=-6;

b=sparse(n,1);b(1)=120;

%

% Costruzione del grafo associato

%
t=linspace(0,2*pi,n+1);

xy=[cos(t(1:n))' sin(t(1:n))'];

gplot(A,xy);

axis([-1.5 1.5 -1.5 1.5]);

hold on;

axis equal

title('Grafo associato');

for i=1:n

   text(xy(i,1),xy(i,2),int2str(i));

end;

hold off

pause

%

% metodo di Gauss senza pivoting

%

[L,R]=gauss1(full(A));

x=rtrisol(R,ltrisol(L,full(b)));

ij=find(L);

nnulli=length(ij);

ij=find(R);

nnulli=nnulli+length(ij);

fprintf('Soluzione ottenuta con Gauss\n');

fprintf('%g \n',x);

fprintf('Numero di elementi non nulli di L ed R =%g \n',nnulli);

pause

%

%metodo di Iacobi

%
xiacobi=sparse(n,1);

[xiacobi,k]=jacobi(A,b,xiacobi,500,1e-6);

fprintf('Soluzione ottenuta con Iacobi\n');

fprintf('%g \n',full(xiacobi));

fprintf('Numero di iterazioni=%g \n',k);

pause

%

%metodo di Gauss Seidel

%

xgs=sparse(n,1);

[xgs,k]=gauss_seidel(A,b,xgs,500,1e-6);

fprintf('Soluzione ottenuta con Gauss Seidel\n');

fprintf('%g \n',full(xgs));

fprintf('Numero di iterazioni=%g \n',k);

pause

%

%metodo SOR

%

for omega=linspace(0.5,1.9,5)

xsor=sparse(n,1);

[xsor,k]=sor(A,b,xsor,500,1e-6,omega);

fprintf('Soluzione ottenuta con SOR per omega=%g \n',omega);

fprintf('%g \n',full(xsor));

fprintf('Numero di iterazioni=%g \n',k);

pause

end;

I risultati ottenuti sono i seguenti:

» circuito

Soluzione ottenuta con Gauss

19.3991 

15.794 

15.6223 

15.279 

15.1073 

10.3004 

Numero di elementi non nulli di L ed R =34

Soluzione ottenuta con Iacobi

19.3991 

15.7938 

15.6221 

15.2788 

15.1071 

10.3004 

Numero di iterazioni=247 

Soluzione ottenuta con Gauss Seidel

19.3991 

15.7938 

15.6221 

15.2788 

15.1071 

10.3004 

Numero di iterazioni=124 

Soluzione ottenuta con SOR per omega=0.5 

19.3989 

15.7934 

15.6217 

15.2783 

15.1067 

10.3003 

Numero di iterazioni=340 

Soluzione ottenuta con SOR per omega=0.85 

19.399 

15.7937 

15.622 

15.2787 

15.107 

10.3004 

Numero di iterazioni=164 

Soluzione ottenuta con SOR per omega=1.2 

19.3991 

15.7939 

15.6222 

15.2788 

15.1072 

10.3004 

Numero di iterazioni=84 

Soluzione ottenuta con SOR per omega=1.55 

19.3991 

15.794 

15.6223 

15.2789 

15.1073 

10.3004 

Numero di iterazioni=32 

Soluzione ottenuta con SOR per omega=1.9 

19.3991 

15.794 

15.6223 

15.279 

15.1073 

10.3004 

Numero di iterazioni=154

3. Discretizzazione di un problema ai limiti.

Si consideri una trave di lunghezza uguale a 1, appoggiata ai suoi estremi 1 e 0, tesa nella direzione del suo asse da una forza P e sottoposta a un carico trasversale f(x)dx, per elemento di lunghezza dx.

Il momento flettente nel punto di ascissa x è soluzione del problema ai limiti

-y''(x)+c(x) y(x)=f(x)    x((0,1)

y(0)  y(1) assegnati

ove c(x) è definito dal rapporto P/(EI(x)), ove E è il modulo di Young dipendente dal materiale di cui è costituita la trave e I(x) è il momento principale di inerzia della trave nel punto di ascissa x. È c(x) >=0.

Si considera h=1/(n+1) e si pone x0 = 0, xi = h*i, i=1,2,…,n, xn+1=1; la soluzione è nota in x0 e in xn+1.

Denotiamo con   yi = y(xi), i=0,…,n+1.

Si osserva che 

y(xi+1)= y(xi) + h y'(xi) + h2/2 y''( xi) + h3/3! y'''(xi) + h4 /4! y''''(xi)+ O(h5)

y(xi-1)= y(xi) - h y'(xi) + h2/2 y''( xi) - h3/3! y'''(xi) + h4 /4! y''''(xi)+ O(h5)

Pertanto y''(xi)= (y(xi-1 )- 2 y(xi) + y(xi+1))/ h2 + h2 /4! y’’’’(xi)+…

Da ciò si ricava la formula alle differenze centrali per l'approssimazione della derivata seconda in un punto con un errore di troncamento dell'ordine di h2, se la funzione f è almeno C4 nell'intervallo (0,1).

Allora per ogni i=1,…,n, si può sostituire all'equazione differenziale l'equazione alle differenze

- yi-1 +2 yi -yi+1 + h2 c(xi)  yi = h2 f(xi) i=1,..n

ottenendo un sistema di n equazioni in n incognite.

Il sistema è simmetrico, tridiagonale, irriducibilmente diagonale dominante (c(x)>=0). Si prova che la matrice è definita positiva. Pertanto si può risolvere con i metodi di Iacobi, Gauss-Seidel e SOR. Per SOR, esiste un valore ottimale del parametro di rilassamento per cui si ha il minimo numero di iterazioni.

Nel seguente codice assumiamo che c(x)=x e f(x)=-ex (1-x)+(16(2 + x) sin(4( x).
La soluzione esatta del problema è : y(x)= ex + sin(4( x).

n=input('numero di punti interni=');

h=1/(n+1);

x=(1:n)'*h;

c=h^2*x;

D=sparse(1:n,1:n,2*ones(n,1)+c,n,n);

E=sparse(2:n,1:n-1,-ones(n-1,1),n,n);

A=D+E+E';

b=h^2*fun(x);

y0=1;

yn_1=exp(1);

b(1)=b(1)+y0;

b(n)=b(n)+yn_1;

xsol=0:0.01:1;

sol=exp(xsol)+sin(4*pi*xsol);

plot(xsol,sol,'m');

hold on

%

%metodo di Iacobi

%

yia=sparse(n,1);

[yia,k]=jacobi(A,b,yia,500,1e-6);

fprintf('Soluzione ottenuta con Iacobi\n');

fprintf('%g \n',full(yia));

fprintf('Numero di iterazioni=%g \n',k);

plot([0;x;1],[y0;yia;yn_1],'b*');

pause

%

%metodo di Gauss Seidel

%

ygs=sparse(n,1);

[ygs,k]=gauss_seidel(A,b,ygs,500,1e-6);

fprintf('Soluzione ottenuta con Gauss Seidel\n');

fprintf('%g \n',full(ygs));

fprintf('Numero di iterazioni=%g \n',k);

plot([0;x;1],[y0;ygs;yn_1],'r+');

pause

%

%metodo SOR

%
IA=speye(n)-diag(1./diag(A))*A;

rho=max(abs(eig(IA)));

omega=2/(1+sqrt(1-rho^2));

ysor=sparse(n,1);

[ysor,k]=sor(A,b,ysor,500,1e-6,omega);

fprintf('Soluzione ottenuta con SOR per omega=%g \n',omega);

fprintf('%g \n',full(ysor));

fprintf('Numero di iterazioni=%g \n',k);

plot([0;x;1],[y0;ysor;yn_1],'go');

legend('Soluzione esatta','metodo di Iacobi','metodo di Gauss Seidel','metodo SOR');

hold off

function y=fun(x);

y=-exp(x).*(1-x)+(16*pi^2+x).*sin(4*pi*x);

Per il metodo SOR si è usato il valore ottimale di omega.

4. Variazione del numero di iterazioni di SOR al variare di omega per matrici tridiagonali.

n=input('numero di punti interni=');

h=1/(n+1);

x=(1:n)'*h;

c=h^2*x;

D=sparse(1:n,1:n,2*ones(n,1)+c,n,n);

E=sparse(2:n,1:n-1,-ones(n-1,1),n,n);

A=D+E+E';

b=h^2*fun(x);

y0=1;

yn_1=exp(1);

b(1)=b(1)+y0;

b(n)=b(n)+yn_1;

%

omega=0.2:0.1:1.9;

for i=1:length(omega)

ysor=sparse(n,1);

[ysor,ite(i)]=sor(A,b,ysor,2000,1e-6,omega(i));

SS=inv((D+omega(i)*E))*((1-omega(i))*D-omega(i)*E');

rho(i)=max(abs(eig(full(SS))));

end;

fprintf('omega numero di iterazioni raggio spettrale\n');

for i=1:length(omega)

   fprintf('%g  %5.0d %g \n',omega(i),ite(i),rho(i));

end;

subplot(2,1,1);plot(omega,ite,'go-');

title('Variazione del numero di iterazioni di SOR');

xlabel('omega');ylabel('iterazioni');

subplot(2,1,2);plot(omega,rho,'b-*');

title('Variazione del raggio spettrale di SOR');

xlabel('omega');ylabel('rho');

La tabella ottenuta è la seguente:

» D2

numero di punti interni=10

omega numero di iterazioni raggio spettrale

0.3    620 0.985109 

0.4    454 0.978956 

0.5    351 0.972012 

0.6    280 0.964107 

0.7    228 0.955013 

0.8    188 0.944425 

0.9    155 0.931912 

1    129 0.916842 

1.1    107 0.898247 

1.2     88 0.874513 

1.3     71 0.842659 

1.4     56 0.796008 

1.5     40 0.71155 

1.6     31 0.6 

1.7     41 0.7 

1.8     64 0.8 

1.9    128 0.9 

4. Discretizzazione del laplaciano.

Consideriano l'equazione alle derivate parziali:

uxx + uyy -5u= f(x,y)          (x,y) ((0,1)x(0,1)

con condizioni assegnate

u(0,y)=0

u(x,0)=0

u(1,y)=y3
u(x,1)=x           

con x([0,1] e y([0,1]. f(x,y)=-xy(5y2 -6).

In tal caso la funzione incognita è u(x,y).

Se si discretizza il dominio, suddividendo il lato del quadrato sull'asse x in n+2 punti, con h=1/(n+1), tali che xi=i*h, i=0,1,…,n+1, e il lato del quadrato sull'asse y in m+2 punti, con k=1/(m+1), tali che yj = j*k, j=0,…,m+1, occorre calcolare la funzione incognita negli mxn nodi interni della griglia (xi, yj).

Si denota con ui,j =u(xi,yj).

Discretizzando l'equazione in ogni punto interno della griglia, mediante la sostituzione di una differenza finita centrale a ciascuna derivata seconda, si ottiene un sistema di mxn equazioni algebriche nelle incognite ui,j.

(-ui-1,j+2 ui,j-ui+1,j)/h2 + (-ui,j-1+2 ui,j-ui,j+1)/k2 +5 ui,j =- f(xi,yj)

Si assuma che esse vengano ordinate in modo lessicografico (u1,1, u2,1, u3,1,…,u1,2, u2,2,…). Allora si ottiene una matrice A tridiagonale con mxm blocchi (blocchi di dimensioni nxn), con blocchi diagonali tridiagonale e blocchi fuori diagonali diagonali, irriducibilmente diagonale dominante e simmetrica. Per la sua risoluzione si puo' applicare il metodo SOR.

Il termine noto del sistema è costituito da f(xi,yj) sommato alle eventuali condizioni al contorno.

%

% determinazione della griglia

%

n=input('n. di nodi interni per le coordinate x=');

h=1/(n+1);

x=linspace(0,1,n+2);

m=input('n. di nodi interni per le coordinate y=');

k=1/(m+1);

y=linspace(0,1,m+2);

%

%  Calcolo del termine noto

%

[X,Y]=meshgrid(x,y);  % costruzione della griglia

f=-funznota(X(2:m+1,2:n+1),Y(2:m+1,2:n+1));

f(m,:)=f(m,:)+x(2:n+1)/h^2;

f(:,n)=f(:,n)+y(2:m+1)'.^3/k^2;

f=reshape(f',m*n,1);

%

% Calcolo della matrice

%

d0=sparse(1:m*n,1:m*n,(2/h^2+2/k^2+5)*ones(n*m,1),m*n,m*n);

dd1=-1/h^2*ones(1,n*m-1);

dd1(n:n:n*m-n)=0;

d1=sparse(2:m*n,1:m*n-1,dd1,m*n,m*n);

dd2=-1/k^2*ones(1,n*m-n);

d2=sparse(n+1:n*m,1:n*m-n,dd2,n*m,n*m);

A=d0+d1+d1'+d2+d2';

subplot(2,2,1);

spy(A);

J=inv(d0)*(d1+d1'+d2+d2');

rho=max(abs(eig(J)));

omega=2/(1+sqrt(1-rho^2));

fprintf('omega=%g \n',omega);

%omega=input('omega=');
sol=sparse(m*n,1);

[sol,ite]=sor(A,f,sol,2000,h^2*1e-2,omega);

ZC=zeros(m+2,n+2);

Z=reshape(sol,n,m);

Z=Z';

ZC(2:m+1,2:n+1)=Z;

ZC(1,:)=zeros(1,n+2);

ZC(m+2,:)=x(1:n+2);

ZC(:,1)=zeros(m+2,1);

ZC(:,n+2)=y'.^3;

subplot(2,2,3);

mesh(X,Y,ZC);

title('Soluzione calcolata');

subplot(2,2,4);

Z=X.*Y.^3;

mesh(X,Y,Z);

title('Soluzione esatta');

fprintf('errore=%g, n. di iterazioni=%g \n',norm(Z(:)-ZC(:),inf),ite);

subplot(2,2,2);

ERR=abs(Z-ZC);

mesh(X,Y,ERR)

title('Errore')

function Z=funznota(X,Y);

Z=-X.*Y.*(5*Y.^2-6);
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