Propagazione degli errori

* Poiché gli errori di arrotfondamento
capitano potenzialmente ad ogni
operazione, ogni risultato infermedio
pud esserne soggetto e influenzare i
risultati di tutte le operazioni
successive.

e |'accumulo di questi errori viene
chiamato propagazione degli errori.

Esempio di propagazione dedli
errori

8 =10, t = 5, arrotondamento
Si vuole calcolare (x — y)/z dove
x

554617 Y 554601 2z = .1107"

<1

n

F(z) 55462 fl(y) 55460

Tl risultato esatto dell’espressione & .16 107447,
Ffl(x —y) = f1(.00002) = .2 1071,
B, =16 107" — .2 107! =[04 10~

Pl —y)/z) = FI(.2 1074/.1107") = f1(.02 10"~%) = 2 1072
By =1.02 10"* = .16 10"~*| o .14 10"~*

Amplificazione dell'errore di 10" volte

Analisi dell’errore

Cause di errore nel calcolo di
un’'espressione razionale

y = é(z)

¢ Gli errori dipendono

- Dalle caratteristiche della funzione ¢ ,
quindi da caratteristiche insite nel
problema

- Dall’algoritmo usato per il calcolo




Errore inerente e
condizionamento

Dati perturbati
Operazioni esatte

Dati ® Risultati
T o ° (Z)(:U)
zo A ¢ ( o ()

Si studia |¢(Z) — ¢(z)| in relazione a |Z — z|.

[Baati = () — ()]

Errore inerente e

condizionamento
Errore relativo Errore relativo
sui dati sui risultati
_ |e—g] (=) —o(@)]|
€e = g Cdati = "g(a)]

¢ Se €dati &€ grande rispetto a €= allora il
problema € mal condizionato, cioé a
piccole variazioni dei dati corrispondono
grandi variazioni dei risultati.

¢ |l condizionamento € una caratteristica del
problema ed esprime quanto esso sia
sensibile ad una variazione dei dafi

Errore algoritmico e stabilitd

Dati esatti
Operazioni con errori

Dati é Risultati
T o o P(x)
fl(9) o fl(¢(z))

Si studia | fI(p(x)) — @(x)| in relazione alla precisione di macchina.

Eag = | fl{p(x)) — p(2)].

Errore algoritmico e stabilitd

* Un algoritmo si dice stabile se non &
froppo sensibile agli errori infrodotti
con le operazioni di macchina

* La stabilita € una proprietd
dell’algoritmo, non del problema




Errore totale

Dati perturbati
Operazioni con errori

Dati é Risultati
T o P(x)
P fUo@)

Si studia

[ Eu = 1110t — ot |

in relazione a |z — Z| e all’aritmetica finita.

Parametri per I'analisi degli errori

Errori assoluti Errori relativi
Eaari = ¢(2) — ¢() Caat; = LEL2E) i(pa'; i
sui dati iniziali sui dati iniziali
Bug = Jilp(a)) - p(@) g = LN =0(@)
algoritmico algoritmico
Bir = [U(@) - ¢(2) o = TR
= Fag+ Fdati

= €dati + €alg

totale totale

Analisi del primo ordine

¢ Si sono trascuratii termini di secondo
grado:

fl(w(i»*w(fz)?w(i)*w(z)

x

w(&)—p(z) i RICIGEIE) (w(i')*w(ZHW(r))
(@) (Z) w(x)

€dati T €alg (l + Edati) -

€dati + €alg

€tot

12

Non si & considerato il termine di secondo grado ¢dati€alg

Tecniche di analisi
dell'errore

Errore algoritmico




Analisi in avanti dell’errore
algoritmico

* Si basa sul teorema dell’errore
fllzey) = (zey)(1+e) | <ks "

* Si calcola I'errore relativo del
risultato finale rispetto agli errori
relativi introdotti dalle singole
operazioni dell’algoritmo;

* Ci limitiamo ad una analisi del primo
ordine, pertanto vengono trascurati
i termini di secondo grado

Somma di 3 numeri, algoritmo 1
pla,b,c)=a+b+c (a+b)+c

fla+b)=(@+h)1+a) la<u
H_/

Y
fllyt+e)=(y+o)(l+e) lef<u

fllat+b+e)= flly+e)

fe ~a+b+c+(at+b)e+ (a+b+c)e

latbte)—(atbtec +b
Sfl(a c)—(a c) | a 1'62

Calgl = at+bte la+bre

Fattori di amplificazione
degli errori delle singole
operazioni

Indice algoritmico

« Si definisce come la somma dei valori
assoluti dei fattori di amplificazione

a+b

atbte

jalm - ‘ +1

* || fattore di amplificazione dell’errore
dell'ultima operazione & sempre 1,
quindi I'indice algoritmico & un
numero > 1

Somma di 3 numeri, algoritmo 2
pla,b,c)=a+b+c a+(b+e)

A6 = (bt (1 +es) Jes] <
-
flla+w)=(a+w)(l+e) lal<u
flla+b+c)= flla+ w)
= (a4 (b4 )1 +e))(1 + €a)
~a+btet+ (bt+c)es+ (at+b+e)es
7fl(a,+b+c)—(a+b+c)N b+c
Calg2 = atb+te _a+b+c3'c4

b+tec
atbte

+1

Iang - ‘




Confronto di algoritmi

* Dati due algoritmi per il calcolo di

una stessa espressione, algl ed alg?,

si dice che algl € piu stabile di alg 2
se

Ialgl < Iang

¢ Questo confronto dipende dai datfi

Somma di fre numeri: confronto
degli algoritmi

a = 2337126 107%, b = 3367843 10%, ¢ = —0.3367781 10%

a+b 5
1, = 1=05-10 1
algl |(t+b+C|+ +
b+ec
[a192:|a+b+c|+1:.96+1

Il secondo algoritmo & piti stabile per i valori assunti dai dati

Differenza di quadrati (1)

o(a,b,c) = a® —b? a? -2
fl(@®) = flla-a) = a*(1+ 1) |a|<u
w
JU?) = fi(b-b) = (L +e2) ezl <u
NS

fl(@® = b) = fl(w —v) = (w —v)(1 + &)
=(@(1+a) =0 (1 +e))(1 + e3)

~a? —b? + a’e; — bPea + (a® — V)es

|63| <u

fi(a?—b%)—(a®—b?) 2 2
€aro @’ —b ) (a”—6") a
algl , 270 Haig1 2 AR )
a” b" a” — l]‘

a v?
2o €l — e €2 T e

[kl

+ 1

Differenza di quadrati (2)

o(a,b,c) = a® —b? (a —b)(a+b)

fla=b) = (@=b)(1+e) lel <u

flla+b) = (atb)(1+es) |es| <u
Y
fia® = 8%) = fllz - y) = zy(1 + c5)
=(a—b)(a+b)(1+e)(1+es5)(1+ cp)

~ (a® = %) (1 + €4+ €5+ ¢6)

les| < w

fl(a® %) (a®—b?)
Calg2 aT—b? Taiga =3

[kl

€1+ €51 €q




Confronto tra i due algoritmi

* Si vuole determinare per quali valori
dia e dibl'algoritmo 2 & piu stabile
dell’algoritmo 1

[u.lgl > [ang

1
2 b2 |:> la® = b?| < =(a® +b%)
b e 1123 2
a? —

Somma di n numeri

S — T,
— n .
(1, oy mp) = 227 @4 for 1=2,..,n

\_s%erzi;

F1(S) = ((((w1+22) (1 + €2) + 23)(1+e3) Haa)(l+ea) + ot aa)(l+€n)
=zt @)1+ e)(1+es)...(1+e,)+as(1+es)..(I+en)+ .. ta(l+e,

~ (@t a)(l+eteat. te)tas(l+e+. +e)t . +an(l+e,

[ =57 % — 57| -z =3V @i+ (11 tao)ea+ (11 a2+ a3)es + o (T + 22+ o Tn)en)
_ JUS)—-S . _zitas T1+To2+T3 it A Tn_1
2 € o — x T 6+z1 “+x 6'+— n— n
La?-P<s+8=8<3 : : 1 a? ot N Fore O e e O T e e
Se o 2 %Sb_sg T1+ T2 z + T2+ X3 T+ . Ty
2. —(a®+0) <2 =)= 3 < & lag = |=—5— |+ 5 [+ | 5 [+1
alg2 ¢ pil stabile di algl el <u
R , ) Esemplo, t=7, p=10,
Stabilita dell’algoritmo arrotondamento
=12, =.110%i =2, .10
O FUS)-S _ _witws C1t@atEs | oiftTnoy i 0
Calg = g @ e P T Rap Bt o, E':(;’Hgfo S @i =1491077 = 1.0000009
I,l(g:|T1:§T2|+‘T1+?+T3|+~~+|%‘+l —r
for i=2,..,10
allora o 1 A
leatg] < (n—1)u Tag<n—1 z
. . . . i 2 s [z +as)  —  JI(1+.11075) = f1(1.0000001) — .1 10 — g
e Tuttavia conviene sommare i numeri i~ 3 s flg +axs)  — JI(1+.1107%) = £1(1.0000001) = .1 10" = 3
dal piu piccolo al piu grande :
i =10 s= fl(yn 1 t @) = FI(1+.110 ) = £1(1.0000001) = .1 10
€ = 8.999.. 1077 ~ 1078




Somma in ordine inverso

z1=1,2;=.110%i=2, ... 10.

Risultato o
Z’I‘ =1+910°7 = 1.0000009
esatfto —

§ < Z10;
for 1=9,..,1 :-1
|_s<—5 b x;;

i=0 s=fl(mo | m) = fI(1107% | .110°5) = fI(0.0000002) = 2 106 = 2
i=8 s—fl(z +a3) — fI(.21075+ .11075) = £I(0.0000003) — 3 10~ = z
P2 s fl(z +a) FI(.8 105+ 1 10-%) — £1(0.0000009) — .9 10~5 — 25
i1 s fl(zs+a1) — (910 ¢+1)— f1(1.0000009) — .100001 10*

€& = 9.999..1078 ~ 1077

L'errore relativo &€ 10 volte piu piccolo

Funzioni non razionali

e Funzioni frigonomeftriche, logaritmi,
esponenziali

* Vengono approssimate mediante
una successione di operazioni
algebriche elementari

Somma di numeri di segno
discorde

e Conviene sommare prima tuftii
positivi, poi sommare i valori assoluti
di quelli negativi ed infine sottrarre i
risultati.

Analisi degli errori

L'errore inerente




Esempio: soluzione di equazioni
di secondo grado

e Dato x, trovare y tale che
P —dy+az=0
e Esprimiamo le soluzioni del problema
in funzione del dato x
yio(@)=2£V1i—u
=4 C—=> =2
z—4-10¢=>y2=2+10"°

A piccole variazioni dei dati (10¢) corrispondono grandi
variazioni dei risultati (103

Questo & un esempio di problema mal condizionato

Rappresentazione grafica del
condizionamento

Problema ben condizionato .
Dati Risultati

¢
7 7= $¢(7)
7 ¢ ¢(2)

Problema mal condizionato
Dati & Risultati

T p(z)
CoH——S

e Supponiamo che il risultato y che
stiamo cercando sia legato framite
la funzione ¢ ai dafi x;

y = ¢(x)
e Cerchiamo una stima della

variazione che si produce sul
risultato a partire da due dati diversi

Dati é Risultati
i w——

Indice di condizionamento

e Se = e = appartengono all'insieme
dei dati, allora possiamo scrivere

5 Z—
Fogtd-=d=—F—aDo =22
T X

8)—
Chuti = w(rt = w(x)
~ 2@t (@)i—p(z)
-, @(z)

_ 9l(x)é
- (x)
o' (z .T,e

w(x)

x

Indice di condizionamento=
fattore di amplificazione dell'errore sui dati




Indice di condizionamento

¢'(z)z
o(x)

* S€leong >> 1, il problema e mal
condizionato, se & piccolo allora &
ben condizonato

Ieond =

Esempio di prima
v —dytaz=0 w(z)=2+vi-=

plz)=24+vVi—=x
N 1
Pla) = —5—

r—4 0

x
T — |
cnd =\ I—a2 t Vi—a)|

Il problema & mal condizionato per valori vicini a 4

Esempio

plx) = log(z)

Ioong = loga:

Il problema & mal condizionato per valori vicini ad 1

Osservazione

* Un problema pud essere ben
condizionato per un insieme di valori
e mal condizionato per altri




Caso generale: dipendenza da

n dafi
y=¢(@1,..Tpn) 1=1,..,n

¢ Se abbiamo n dati, abbiamo anche
n errori 5;

_ €, = — 1=1,..,n
1:1—1:,751 |:> L Z; 3 )

Edati - |§0($1, ceey wn) - %0(531-, 7§:n)|
- ‘90(171 + 6’57 vy Tyt 6n) - 90(5517 ;Tn)‘

8(@(.%17 ) mn) S
02171‘ ‘

~ ‘

Stima dell'errore assoluto sui dati

Errore relativo

oz 4+ 61,y T+ 6n) — (T1, o0, Tn)
o(z1, ey Tp)
O(p(x1, ..., Tn)) i
Ox; (@1, ..., Tp)

Cdati

n
€1,

=1

Fattori di amplificazione degli errori
sui singoli dati

n

Op(z1, ..., Tp) x;
J -
cond Z axz QO(IL EEEE) xn)

i=1

Condizionamento delle
operazioni elementari

€Cpty = r [ Y €
=y zxy " xEy Y
Coy = €g T ¢y
Cafy = Cx—Cy

1
6\/5 — EGZ
o = (g

* Moltiplicazione, divisione radice e
potenza con | a| piccolo sono ben
condizionate. Per la sottrazione x-y, con
x=y si ha il fenomeno di cancellazione

Esempi

° (p(x) —x—1 Teona =

z—1

malcondizionato per x vicino ad 1;
o(x) =€ leona = |7

malcondizionato per x grandi, ben
condizionato per x<1

x
. P@)=Va2+1 leona= x2—+1‘
sempre ben condizionato

10



Esempio

y=¢(a,bc)=atb+tec

a b c
Cy n,+b+(:ca l a+b+ccb I (I,erJrccﬂ
I B a b c
cond = at+b+ec at+b+ec at+b+e

& ben condizionato se a,b,c sono di segno
concorde

Esempio

y:<p(aal)):(12_l72

€ mal condizionato se a? e b? sono circa
uguali

2a? 2b%
T @ T 22
I 20> n 2b%
cond — |LL27112| |a27b2|

11



