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PRESENTAZIONE

Nel passaggiodallascuolasuperioreall’universit̀amolti studentiincontranodifficoltànon
indifferenti.Cambial’ambiente,cambianoi rapporticoni docentieconl’istituzione,cambia
il mododi studiare.Ma la difficoltà maggioreconsiste,dasempre,nellasceltadel corsodi
laurea:non tutti riesconoadeffettuareunasceltaconsapevole e corrispondentealle proprie
capacit̀ae inclinazioni.

Più di 15annifa, l’Unione MatematicaItalianadiffuseun “Syllabusdi Matematica”,ov-
verounaspeciedi manifestodelleconoscenzee abilità minimeindispensabiliperaffrontare
uncorsodi laureaconelevati contenutimatematici.

Molte cosesonocambiatein questi15anni;l’Unione MatematicaItalianahaalloradeciso
di diffondereunanuovaedizionedelSyllabus,moltopiù estesaedelaboratadellaprecedente.

Il Syllabussi rivolgeprincipalmenteagli allievi degli ultimi annidelleScuoleSecondarie
Superioricheintendonomettereallaprovale propriedoti individuali e le conoscenzeapprese
in vistadi unapossibile,prossimaiscrizioneadunaFacolt̀ascientificae,più precisamente,a
unodeicorsidi laureadell’areascientificaescientifico-tecnologicaoppuredell’areatecnico-
progettuale,cioèquelli conpiù altocontenutomatematico.

Proprioperch́e proiettatoversoil futuro immediatodello studente,il Syllabusastraedai
programmidi insegnamentoministeriali e dalleproblematicheattualidellascuola.Sarebbe
quindierratotrarredaessoindicazionidi caratteredidatticosucosasi deve insegnareecome
lo si deve insegnare.La scuoladeve infatti puntarealla maturazionecompletadello studente
(e le sceltedel docentedevonoesserefunzionalia taleobiettivo) mentreil Syllabus intende
verificarnele vocazioni.

Inoltre, lo scopoprincipaledel Syllabusdovrebbeesserenoncertoquellodi dissuadere
dall’iscriversi ad una Facolt̀a scientificacoloro che temonodi non essereportati per quel
tipo di studi ma, al contrario,avvicinare alla matematicastudentiche, facendoprevalere
considerazionidi naturadiversa,potrebberofinire per faredellesceltenon in armoniacon i
propri interessie le propriepredisposizioni.

L’Unione MatematicaItalina si riproponedi aggiornareperiodicamentequestoSyllabus,
in mododamantenerloadeguatoai cambiamentichecontinuamentesi verificanonel mondo
dell’educazione,tenendocontoanchee soprattuttodi commentie suggerimentichestudenti
edocentivorrannoindirizzarci.

Il Presidentedell’UMI
Prof. AlbertoConte



Introduzione

L’Unione MatematicaItalianasi è proposta,offrendoquestoSyllabus, di fornire alcuni
suggerimentiriguardantii contenutiminimi di conoscenzeecapacit̀anecessariperaffrontare
gli insegnamentimatematicidelleprincipali Facolt̀ascientificheuniversitarie.

QuestoSyllabusè statodunquecompilatoin primo luogopergli studentiche,dopoaver
superatola maturit̀a, intendonoiscriversi ad un corsouniversitariocherichiedaunabuona
preparazionematematica(Matematica,Fisica,Ingegneria,Informatica,Statistica,Economia,
ScienzeBiologiche,Chimica,ScienzeGeologiche,. . .). Gli estensoriritengonotuttavia che
essopossaessereutile ancheacolorocheintendonoiscriversiadunodeinumerosicorsiuni-
versitari in cui la matematica,pur non essendooggettodi studio,o pur essendoloin modo
marginale,vieneimpiegatacomelinguaggioo comestrumento.Anchesei prerequisitidi
conoscenzee di abilità matematicherichiestisonodiversiperi diversicorsiuniversitari,tut-
tavia questoSyllabus,bench́enondifferenziato,potr̀aessereutile strumentoperl’accessoad
unavastagammadi Facolt̀aeCorsidi Laureaedi Diploma. In ognicasoil presenteSyllabus
potr̀a ancheessereutilmenteimpiegatoai fini di unaverificadellapreparazionematematica
acquisitaaconclusionedellaScuolaSecondaria.

In genere,nell’insegnamentodellamatematicaa livello universitario,moltenozioniven-
gonoripresedall’inizio e quindi potrebbero— in lineadi principio — essereignoratedagli
studentichesi accingonoad entrarenell’Universit̀a. Tuttavia, la velocit̀a e l’ampiezzacon
cui si sviluppanoi corsi universitaridi contenutomatematicosonotali cherisulta difficile
seguirli sele conoscenzeelementarinonsonogià in partebeneassestatee sela mentenonè
già stataaffinataedallenatain modoassiduoedintelligente.Perquesteragionisi è ritenuto
opportunoelencarein questoSyllabusanchealcuniargomentidi basecherisultanoessereso-
litamentetrattati(di nuovo epiù approfonditamente)neicorsiuniversitarie la cui conoscenza
non è quindi daconsiderareun prerequisitoirrinunciabile. Tali argomentivengonoindicati
nel seguitoconunasterisco“∗”.

Il Syllabus si componedi cinque“ temi”, illustrati nel primo capitolo; ognunodei te-
mi è suddiviso in duecolonneaffiancate. La prima colonna,intitolata “sapere”, elencale
conoscenzeminime necessarieper poter frequentarecon profitto un corsodi matematicaa
livello universitario;la secondacolonna,intitolata“saperfare”, elencale capacit̀a operative
collegate.

Nel secondocapitolovengonopropostialcuni “esercizi e quesiti illustrativi”, suddivisi
per ciascuntema. Mentre il “sapere ” ed il “saperfare” hannounacertaorganicit̀a, la se-
zionedegli esercizioffre soloun piccolosaggiodegli innumerevoli quesitie problemichesi
possonoporre.

Perrendernepiù proficual’utilizzazione,gli esercizied i quesitipropostisonostatigra-
duati,in relazionealla loro difficoltà, in duelivelli. Gli eserciziedi quesitidel primo livello
(denominato“ livello base”) sonotali chelo studente,al qualeil Syllabusè rivolto, dovrebbe
esserein gradodi affrontarli e risolverli senzaparticolari problemi. I quesiti del secondo
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livello (denominati“quesiticherichiedonomaggiore attenzione”) sonoinvecepiù impegna-
tivi e, per la loro risoluzione,possonorichiederetalvolta ancheun pizzico di inventiva. In
ogni casodi tutti gli esercizie quesiti propostiviene fornita unaesaurientespiegazionee
risposta.Riteniamodi poteraffermarechelo studentechesappiarispondereadun buonnu-
merodi quesitipropostipossasentirsiabbastanzatranquilloperaffrontareun corsodi studi
universitaricherichiedaunabuonapreparazionedi caratterematematico.

A conclusionedel Syllabus,nel terzocapitolo,vienepropostoun “ testdi autovalutazio-
ne” sulla preparazionedello studente.Il test è precedutoda unaillustrazionedei criteri da
utilizzareperla valutazionedellesingolerisposte.

È opportunosegnalareesplicitamentechequestoSyllabuscontienealcunedomandeacui
molti studentiforsenonsaprannorispondere.Ciò nondeve spaventareeccessivamente,ma
deve soltantocostituireun ulteriorestimoloadaffrontaregli studiuniversitaricon impegno
adeguato. Eventuali lacunepotrannoesserefacilmentecolmateda quanti seguirannocon
successoi corsiuniversitaridi matematicadel primoanno.
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CAPITOLO I

Sapere,Saperfare

Contenutiminimi di conoscenzeecapacit̀aperpoterfrequentare
conprofittouncorsodi contenutomatematicoa livello universitario

Nota.L’asteriscostaad indicareun argomentochevienein generenuovamentetrattatonei
corsiuniversitarie la cui conoscenzanonè quindi daconsiderarsiun prerequisito,anchese
tuttavia può essered’aiuto.
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Tema1

Strutturenumeriche,aritmetica

SAPERE SAPERFARE

I numeri naturali: operazioniaritmetichee
loro propriet̀a.

Semplicicalcolimentali.

La divisioneconresto.

Numeriprimi. Scomposizionedi un numero naturale in
fattori primi.

Massimocomunedivisoreeminimocomune
multiplo.

Le frazioni numeriche:operazionie ordina-
mento.

Sapersommareemoltiplicarele frazioni;da-
te due frazioni, saperriconoscerese sono
equivalentio qual è la maggiore.Calcolodi
percentuali.

I numeri interi relativi. I numeri razionali
relativi.

Rappresentazionedei numeri comeallinea-
menti; allineamenti con virgola, finiti o
periodici.

Ideaintuitivadeinumerireali. ∗ Saperdimostrareche
√

2 nonè razionale.

Disuguaglianzee relative regoledi calcolo. Trasformazionedi una disuguaglianzain
un’altra equivalente. Somma membro a
membro,moltiplicazioneo divisioneper un
datonumero.
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Valoreassoluto. ∗ Semplici disuguaglianzecon l’uso del
valoreassoluto.

Potenzee radici. Calcolocon le potenzee calcolocon le ra-
dici. Saperoperarecon le disuguaglianze
quandosi eleva a potenzao si estraeuna
radice.

Mediaaritmeticae mediageometricadi due
numeripositivi.

Logaritmi e loro propriet̀a. Saperapplicarele propriet̀adei logaritmi.

Logaritmo decimalee suarelazionecon la
rappresentazionedecimaledeinumeri.

∗ Basinumeriche. ∗ Saperrappresentareun numeronaturalein
basidiverse.
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Tema2

Algebraelementare,equazioni,disequazioni

SAPERE SAPERFARE

Elementi di calcolo letterale, uso delle
parentesi.

Sapersemplificareun’espressionealgebrica
(riduzionedi termini simili, cancellazionedi
termini opposti,ecc.).

Polinomi. Sommaeprodottodi polinomi.

Prodottinotevoli.
∗ Potenzan-esimadi unbinomio.

Divisionecon restotra polinomi. Regola di
Ruffini.
∗ I polinomi comefunzioni e il teoremadi
identit̀a dei polinomi (un enunciatopreciso,
anchesenzadimostrazione).

Saper “f attorizzare” un polinomio in casi
semplici.

Espressionirazionalifratte. Sommae prodotto di espressionirazionali
fratte.

Identit̀aedequazioni:nozionedi soluzione. Sapersemplificareo trasformareun’equa-
zione in un sensodesiderato(regole per il
passaggiodi unaddendooppuredi unfattore
daunmembroall’altro ecc.).

Equazioni algebrichedi primo e secondo
grado.

Saperrisolvereancheequazionidi gradosu-
periorein casiparticolari.Applicazionidella
leggedi annullamentodel prodotto.

Sistemi lineari di due equazioni in due
incognite.

Saperapplicareuno o più metodi risolutivi
peri sistemilineari.
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Disequazioni. Sapersemplificareo trasformareuna dise-
quazionein unsensodesiderato(regoleperil
passaggiodi unaddendooppuredi unfattore
daunmembroall’altro ecc.).

Disequazionialgebrichedi primo e secondo
grado.

Disequazioniconespressionifratte. Radica-
li, disequazioniconradicali.
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Tema3

Insiemi,elementidi logica,calcolocombinatorio,relazionie funzioni

SAPERE SAPERFARE

Linguaggio elementaredegli insiemi; ap-
partenenza,inclusione,intersezione,unione,
complementare,insiemevuoto.

∗ Saper interpretare formule insiemisti-
che e saper dimostrare semplici identit̀a
insiemistiche.

Coppieordinate(prodottocartesiano).

Relazioni,funzioni (o applicazioni).
∗ Relazionidi equivalenzaedi ordine.

∗ Funzioni iniettive, suriettive, biiettive
(corrispondenzebiunivoche).

∗ Composizionedi funzioni, funzioneiden-
tica, funzione inversa di una funzione
biiettiva.

∗ Permutazioni,disposizionisemplicie con
ripetizione,combinazionisemplici.

∗ Sapercalcolareil numerodei sottoinsiemi
compostidak elementidi un insiemeconn
elementi.

Connettivi logici: negazione,congiunzione,
disgiunzione.

Implicazione.Condizionisufficienti, condi-
zioni necessarie.
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Conoscereil significatodei termini: assio-
ma,definizione,teorema,lemma,corollario,
ipotesi,tesi.

Saper riconoscere ipotesi e tesi in un
teorema.

Dimostrazioniperassurdo.

∗ Quantificatori:∀ (perogni) e∃ (esiste). * Usodeiquantificatori.
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Tema4

Geometria

SAPERE SAPERFARE

Geometriaeuclideapiana: incidenza,ordi-
namento,parallelismo,congruenza(in alcu-
ni testi: uguaglianza). Esistenzae unicità
dellaparallelae dellaperpendicolareperun
puntoadunarettaassegnata.

Lunghezzadi un segmento(distanzatra due
punti); corrispondenzabiunivocatra i punti
di unarettae i numerireali.

Ampiezza degli angoli: misura in gradi.
Lunghezzadella circonferenzae misurade-
gli angoli in radianti. Sommadegli angoli
interni di un triangolo. Relazionitra gli an-
goli formati dadueretteparalleletagliateda
unatrasversale.

Criteri di equiscomponibilit̀a dei poligoni
e nozione elementaredi area. Area del
cerchio.Relazionitra areedi figuresimili.

Misureeproporzionalit̀a tragrandezze. Saper eseguire cambiamenti di unità di
misura.
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Luoghi geometricinotevoli (assedi un seg-
mento,bisettricedi unangolo,circonferenza
ecc.).
∗ Figureconvesse.

Propriet̀a delle figure piane: criteri di con-
gruenzadei triangoli. Punti notevoli dei
triangoli (baricentro, incentro, circocentro,
ortocentro). Parallelogrammi. Teoremi di
Talete,di Euclide,di Pitagora.Propriet̀aseg-
mentariee angolaridel cerchio (corde,se-
canti, tangenti,arco sottesoda un angolo).
Angoli al centroeallacirconferenza.

Sapereffettuarecostruzionigeometricheele-
mentari:assedi unsegmento,bisettricedi un
angolo,circonferenzapassanteper tre pun-
ti assegnati, retta passanteper un punto e
perpendicolare(oppureparallela)adunaret-
ta assegnata. Sapersvolgerealcunedimo-
strazionigeometriche;ad esempio,in rela-
zioneai punti notevoli di un triangoloe alle
propriet̀adeiparallelogrammi.

Trasformazionigeometrichedel piano: iso-
metriee similitudini. Simmetrierispettoad
unarettae rispettoad un punto,traslazioni,
rotazioni,omotetiee loro composizioni.

Coordinatecartesiane:equazionidi rette e
circonferenze. Equazionidi semplici luo-
ghi geometrici(parabole,ellissi, iperboli) in
sistemidi riferimentoopportuni.

Saper interpretaregeometricamenteequa-
zioni e sistemi algebrici. Saper tradurre
analiticamenteproblemigeometricicomead
esempio:rettaper un puntoperpendicolare
adunarettaassegnata;simmetricodi unpun-
to rispettoadunaretta;immaginedi unpun-
to attraversounatraslazioneo unarotazione
concentronell’origine.

Trigonometria: seno, coseno,tangentedi
un angolo. Identit̀a trigonometricafonda-
mentalesen2α + cos2α = 1. Formule di
addizione.

Saper“risolvere”untriangolo(eventualmen-
te con l’uso di un opportunostrumentodi
calcolo). Ad esempio:calcolarele ampiez-
ze degli angoli di un triangolorettangolodi
catetiassegnati.
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Geometriaeuclideadello spazio:mutuepo-
sizioni di due rette, di due piani, di una
retta e di un piano (angoli, parallelismo,
perpendicolarit̀a). Diedri e triedri.

Sapervisualizzareuna configurazionegeo-
metricanello spazio.Peresempio:checosa
si ottieneintersecando(a) unasferacon un
piano; (b) un prismainfinito a sezioneret-
tangolarecon un piano;(c) un cubocon un
pianoperpendicolareadunadiagonale?

Sfera,cono,cilindro.

Poliedri convessi,parallelepipedi,piramidi,
prismi,poliedri regolari.
∗ Formuladi Eulero.

Ideaintuitiva di volumedei solidi. Formule
peril calcolodelvolumeedell’areadellasu-
perficiedi parallelepipedo,piramide,prisma,
cilindro, conoesfera.Relazionitraareeetra
volumi di solidi simili.

∗ Consapevolezzadell’esistenzadi geome-
trie in cui sono negati alcuni assiomidel-
la geometriaeuclidea classica (geometrie
non-euclidee).
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Tema5

Successionie funzioni numeriche

SAPERE SAPERFARE

Nozione di successione. ∗ Successioni
definite assegnando il termine generalee
successionidefiniteperricorrenza.

Saperriconoscerein casi semplici se una
successionèecrescente.

Progressioniaritmeticheegeometriche. Sapereffettuaresemplici calcoli sulle pro-
gressioni,come ad esempiola sommadei
primi n termini.

Le funzioni numerichee i loro grafici. Do-
minio di unafunzione.∗ Propriet̀a qualitati-
ve: crescenza,decrescenza,zeri, limitatezza,
massimieminimi relativi eassoluti.

Saperinterpretareil grafico di una funzio-
ne: riconosceredal disegnogli intervalli do-
ve la funzionecresceo decrescee dove as-
sumevalori positivi o negativi; individuarei
punti di massimoo di minimo; riconoscere
eventualisimmetrie(funzioni pari, funzioni
dispari,funzioni periodiche).

Propriet̀a di alcunefunzioni elementari:po-
linomi di primo e secondogrado, funzio-
nepotenzax 7→ x

n
m ; funzioni logaritmox 7→

logax ed esponenzialex 7→ ax (con a > 0,
a 6= 1); funzioni trigonometrichex 7→ senx,
x 7→ cosx, x 7→ tgx. Loro grafici.
La funzione logaritmo come inversa del-
l’esponenziale. Periodicit̀a delle funzioni
trigonometriche.

N. B.: Il calcolodifferenzialee integralevienesvolto in manieraapprofonditae dettaglia-
ta sia negli insegnamentidi Analisi Matematicaper i corsi di laureain Matematica,Fisica,
Ingegneriae Informatica,sia negli insegnamentidi Matematica, Istituzioni di Matematica
e di MatematicaGenerale di altri corsi di laurea. Anchegli studentichenon hannoavuto
occasionedi acquisirenozionidi calcolodifferenzialee integralenegli studi secondaripos-
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sonodunqueragionevolmentepensaredi iscriversi a unodei corsi di laureacitati. Tuttavia
convieneavvertirechegli strumentidel calcolodifferenzialee integralesonospessousatifin
dall’inizio in altri insegnamenti(Fisica,peresempio).Inoltre, soprattuttonei corsidi laurea
dove l’insegnamentòe impartitosullabasedi semestriintensivi nonè facileapprendernein
pochesettimanesiai fondamentiteorici siala manualit̀a.
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CAPITOLO II

Eserciziequesitiillustrativi
In questasezionedel Syllabusvengonopropostialcuniesercizie quesiticonl’intento di

illustrare,approfondiree concretizzaregli argomentielencatiin precedenza.Si è creduto
opportunomantenerela suddivisionein cinquetemi (Strutture numeriche, aritmetica;Alge-
bra elementare, equazioni,disequazioni;Insiemi,elementidi logica, calcolocombinatorio,
relazionie funzioni; Geometria;Successionie funzioninumeriche) in mododasottolineare
la continuit̀aconla sezione“Sapere,saperfare”anchese,in alcunicasi,i quesitipossonofar
riferimentoapiù argomentidi temi diversi.

Per ciascuntemavengonopropostiesercizie quesiti a due livelli. Si ritiene che uno
studenteche si preparaad affrontareun corsodi laureacon elevati contenutimatematici
debbapossedereuna preparazionetale da consentirgli di risolvere agevolmenteuna parte
consistentedegli esercizidi “li vello base”. Si ritiene poi cheuno studentechesia in grado
di misurarsicon un certo successocon gli esercizi“che richiedonomaggioreattenzione”
possiedanon solo la preparazionenecessariaper ben iniziare, ma abbiaancheragionevoli
speranzedi procederesenzatroppafaticanegli studiprescelti.

Perciascunquesitovieneriportataunasoluzionecommentata.A questalo studentepuò
ricorrereper controllarele proprierisposte,oppurenei casi in cui non sia pervenutoa una
conclusione.

Nota.Anchesela capacit̀a di utilizzarein modoconsapevole e ragionatostrumentidi calco-
lo elettronicoè auspicabilee può essered’aiuto nell’affrontaregli studi universitari,per le
particolarifinalità di questoSyllabus,nella risoluzionedei quesitidi seguito propostinon è
opportunol’uso di tali strumenti.
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Tema1
strutturenumeriche,aritmetica

1.1 Quesiti di livello base

1.1.1 Eseguire la divisione con restodi 237 per 43 ed esprimerecon un’uguaglianzail
significatodell’operazionecompiuta.

1.1.2 Fra1 e 600(inclusi) quantisonoi multipli di 3, quantii multipli di 3 e di 4, quantii
multipli di 3 o di 4, quantii multipli di 17?

1.1.3 Riscriverein ordinecrescentei seguentinumeri: 2
5; 0; -1; 0,91; -3; 0,19;0,003

1.1.4 Datele duefrazioni 3
7 e 4

5, trovareunafrazionechesiastrettamentecompresafra esse.
(Si può procederein vari modi . . .)

1.1.5 Eseguendola “divisioneconvirgola” fra dueinteri, in qualecasoessasi arresta?Se
nonsi arresta,essadà luogo,almenodaun certopuntoin poi, adun allineamentodecimale
periodico.Perch́e?

1.1.6 Si consideriil numero3 ·7 ·11·13·19·23; è possibiledecidereseè divisibile per17
senzaeseguirealcunaoperazione?

1.1.7 Un’azienda,in un momentodi difficile congiuntura,abbassalo stipendiodi tutti i
dipendentidell’8%; superataquestadifficoltà, alzatutti gli stipendidell’8%. Comeè, dopo
di ciò, la situazionedei dipendenti?

1.1.8 Trovareil MassimoComuneDivisoredi 10002e9999.

1.1.9 Dimostrarecheperogni interonaturalen, il numeron3−n è divisibile per6.

1.1.10 Qualè il maggioredeiduenumeri:51/3,31/2?

1.1.11 Ricordiamochela “parte intera” di un numerorealex è il più grandeinterochenon
superax; la parteinteradi x si indica con [x]; ad esempio,[2,34] = 2, [−2,24] = −3. Ciò
premesso,rispondereal seguentequesito:qual è la “parte intera” del logaritmodel numero
3748279in base10?

1.1.12 In qualicasigli interi n, n+2 sonoprimi fra loro? (Ricordiamochedueinteri naturali
si diconoprimi fra loro sehannocomeunicodivisorecomune1)

1.1.13 È ben noto che il numero
√

2 è irrazionale;per dimostrarlosi può procedereper
assurdo,nel seguentemodo. Supponiamoche sia

√
2 = p

q dove p e q sonointeri e dove
si può esigereche p e q sianoprimi fra loro. Moltiplicando membroa membroper q ed
elevandoal quadrato,si trova:

2q2 = p2 .
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Questauguaglianzaci dicechep2 è pari e, percìo, anchep è pari. Infatti sep nonfosse
multiplo di 2, nemmenop2 potrebbeesserlo. Poniamoallora: p = 2r; sostituendosi ha
2q2 = 4r2, dacui q2 = 2r2. Da questarelazionericaviamocomeprimacheq è pari; dunque
p eq sonoentrambipari: assurdoperch́e li abbiamosuppostiprimi fra loro.

Si chiededi dimostrare,usandoun ragionamentoanalogo,che
√

3 è irrazionale.

1.1.14Dimostrareche log2 5 è irrazionale. (Un avvio: si procedeper assurdo;se fosse
razionale,si avrebbelog25 = p

q , con p eq interi naturali. . .)

1.2 Quesiti cherichiedono maggioreattenzione

1.2.1 La sommadi tre numeri interi consecutivi è divisibile per 3. Verificarlo su qualche
casoe dimostrarlo. Questofatto è generalizzabile(e come?) alla sommadi quattrointeri
consecutivi? Di cinque?

1.2.2 Perquali valori interi di n il numeron2−4n+3 èdivisibile per7?

1.2.3 Siano(a,a′) ,(b,b′) duecoppiedi numeri reali positivi, con a< a′, b< b′; dei due
numeri ab+ a′b′, ab′ + a′b qual è il più grande? Più in generale,dati due insiemi A,B,
ciascunoformatodan diversinumerireali positivi, si moltiplichi ciascunnumerodel primo
insiemeperunnumerodelsecondo,in mododaesauriretutti i numeridi questo,esi sommino
gli n prodottiottenuti.Comeprocedereaffinché il risultatosiamassimo?E comeperottenere
chesiaminimo?

1.2.4Consideriamola coppiadi frazioni:

a
b
,

a′

b′

(b,b′ interi positivi, a,a′ interi non negativi). Diciamo che le due frazioni sonofra loro
associatesea′b−ab′ =±1.

Si dimostri che due frazioni associatesono entrambeirriducibili (cioè, come si dice
usualmente,sonoridotteai minimi termini).

Si dimostri poi cheseduefrazioni a/b, a′/b′ sonofra loro associate,la frazione(a+
a′)/(b+b′) è associataconentrambe.

1.2.5 Seè2,3≤ x≤ 2,5 edè−1,6≤ y≤−1,4, fra quali limiti sonocompresii numerix+y,
x−y, xy, x/y?
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1.1 Rispostecommentate

1.1.1 Il quozientèe5, il restoè22,e il significatodell’operazionecompiutaèespressodalla
relazione:237= 43·5+22essendoevidenteche22< 43.

1.1.2 Questoesercizio,pur nella suasemplicit̀a, è istruttivo. Cominciamoconsiderandola
ternadi numeri1, 2, 3; i restidelladivisioneper3 sonorispettivamente1, 2, 0; proseguendo,
troviamoternedi numericongli stessiresti1, 2, 0 chesi ripetonoperiodicamente.Dunque
un solonumeroperogni terna(il terzo!) hacomeresto0, cioè è divisibile per3. Si trovano,
in conclusione,questirisultati:

• Numerodei multipli di 3: 200;

• Numerodei multipli di 4: 150;

• Numerodei multipli di 12: 50.

Peri multipli di 17 si procedein modoanalogo,mapoich́e 600nonè multiplo di 17, si
deve farela divisioneconrestodi 600per17: il quozientèe35 (e il restoè5).

Il numerodegli interi divisibili per3 o per4 è ugualealla sommadel numerodegli interi
divisibili per3 conquelli divisibili per4, diminuitadel numerodi quelli chesonodivisibili
per3 eper4, cioè per12. Nel nostrocasosi hadunque:(200+150)−50= 300.

1.1.3 L’ordinamentorichiestoè, evidentemente,il seguente:−3; −1; 0; 0,003; 0,19; 2/5;
0,91chepuò essereopportunamentevisualizzatomediantela “retta deinumeri”.

1.1.4 Le duefrazioni3/7 e4/5, ridotteallo stessodenominatore,diventanorispettivamente:

15
35

,
28
35

.

È evidentechela primaèminoredelleseconda;̀eanchefaciletrovareunafrazioneinter-
media(adesempio,20/35). Anchela mediaaritmetica,cioè la frazione43/70 è compresa
fra le duefrazioni assegnate.Un’altra ideaper trovareunafrazioneintermediaconsistenel
sommarenumeratoriedenominatori:si verificasubitochela frazione3+4

7+5 = 7
12 è intermedia

fra le duefrazioniassegnate.

1.1.5 Unafrazioneirriducibile a
b si può esprimerecomenumerodecimalefinito (cioè come

frazionechehaperdenominatoreunapotenzadi 10) quandoe soltantoquandoil suodeno-
minatorecontienesolo fattori 2 e 5. In casodiversola “divisionecon la virgola” non può
concludersi.Le successivecifre vengonodeterminate,unavoltaesauritele cifre deldividen-
do,aggiungendola cifra 0 ai resti;mai restidiversi,seil divisoreè b, possonoessereal più
in numerodi b−1 (infatti, il restononpuò essereugualea 0). Dunquevi sar̀a un restoche
si ripete,dopodich́e le cifre si ripeterannoperiodicamente.Il periodoalloranonpuò superare
b−1. È faciletrovareesempiin cui il periodoèb−1. Consideriamo,adesempio,la frazione
3/7; il risultatodel calcolo è 0,42857342873. . . con periodo6. Esempiodi tipo opposto:
5/6 = 0,8333..., conperiodo1.
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1.1.6 Il numeroassegnatosi presentagià scompostoin fattori primi. Fraquestifattori non
compareil 17, cheè un numeroprimo. Allora il numeroassegnatonon è divisibile per17.
L’esercizioci ricordachela decomposizionedi un numeroin fattori primi è unica(a meno
dell’ordinedei fattori).

1.1.7 Se x è lo stipendioiniziale di un dipendente,dopo l’abbassamentoquestodiventa
x−x·0,08= x· (1−0,08), dopoil rialzodiventax· (1−0,08) · (1+0,08) = x· (1−0,0064);
pertantolo stipendio,alla fine, rimaneadun livello leggermentepiù bassodi quelloiniziale.

1.1.8 Ognidivisorecomunedeiduenumerideveessereancheundivisoredellaloro differen-
za; nel casospecifico,deve essereun divisoredi 10002−9999= 3; è immediatoverificare
che3 èeffettivamenteundivisorecomunedeiduenumeri;percìo essoè il M.C.D.

Suquestoprincipio è basatol’algoritmo di Euclideperla ricercadelM.C.D.

1.1.9 Si ha n3− n = n(n2− 1) = n(n− 1)(n+ 1); il numeroè dunqueprodottodi 3 interi
consecutivi; essòecertamentedivisibile per2 eper3, dunqueper6.

1.1.10 Si deve averebenpresentecheper duenumeri reali positivi x,y e per un qualsiasi
interopositivo msi ha

xm< ym seesoltantose x< y .

Nel nostrocaso,prendendom= 6, si hachela disuguaglianza51/3 < 31/2 equivalealla
(51/3)6 < (31/2)6, cioè alla 52 < 33; maquestàe vera,essendo25< 27. Dunqueè veroche
il maggioredeiduenumeripropostiè 31/2.

1.1.11 Teniamopresentecheseèb> 1 esex ey sononumerirealipositivi, la disuguaglianza

x≤ y è equivalentealla logbx≤ logby .

Prendiamox = 10m, conm interonaturale,y = 3748279.Allora

m≤ log103748279 seesolose 10m≤ 3748279.

Il maggioreintero m per cui vale quest’ultimadisuguaglianzàe 6. Il ragionamentoche
abbiamofattoha,in realt̀a,portatageneraleedè cosabennota: la parteinteradel logaritmo
decimaledi un interopositivo N è ugualeal numerodellecifre decimalidi N diminuito di 1.
Dunque,la parteinteradi log103748279̀eugualea6.

1.1.12 Ogni divisorecomunedi dueinteri è anchedivisoredella loro differenza;pertanto,
ognidivisorecomunedi n edi n+2 èundivisoredi 2; allora,i casisonodue:n edn+2 sono
entrambipari, cioè entrambidivisibili per2, oppureentrambidispari,e allorasonoprimi fra
loro.

1.1.13 Il ragionamentosvolto nel testoperprovareche
√

2 è irrazionalesi applicaalla lettera
perdimostrareche

√
3 è irrazionale,osservandochese p è un intero naturaletaleche p2 è

divisibile per3, alloraanchep è divisibile per3.
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1.1.14 La relazionelog25 = p/q, con p e q interi naturaliequivalealla 2p/q = 5, cioè alla
2p = 5q, maquestarelazionèeassurdaperl’unicit à delladecomposizionein fattori primi.

* * *

1.2.1 Si ha:1+2+3= 6; 7+8+9 = 24; . . .. In generale,la sommadi tre interi consecutivi,
cioè il numeron+(n+1) +(n+2) = 3n+3 = 3(n+1) è divisibile per3.

La sommadi quattro interi consecutivi si può scrivere: n + (n + 1) + (n + 2) + (n +
3) = 4n + 6 e certamentenon è divisibile per 4. Passiamoa cinque interi consecutivi:
n+(n+1)+(n+2)+(n+3)+(n+4) = 5n+10= 5(n+2) eotteniamoevidentementeun
numerodivisibile per5. L’enunciatoci stimolaadottenereunarispostagenerale,riguardante
la sommadi k interi consecutivi; si ha:

n+(n+1)+(n+2)+(n+3)+. . .+(n+k−1) = nk+(1+2+3+. . .+k−1) = nk+
1
2

k(k−1) .

Si vedealloracheperk dispari,essendok−1 pari, l’espressionescrittaèdivisibile perk,
mentreperk pari,essendok−1 dispari,l’espressionèedivisibile per 1

2k, manonperk.

1.2.2 Si ha: n2−4n+ 3 = (n−1) · (n−3); questoprodottoè divisibile per7 (cheè numero
primo)quandoesoloquandounodei fattori lo è. I numericercatisonodunquequelli percui
n−1 = 7 ·k, cioè n = 1+ 7 ·k(k = 0,1,2,3, . . .), oppuren−3 = 7 ·h, cioè n = 3+ 7 ·h(h =
0,1,2, . . .). Notiamochequestidueinsiemidi numerisonodisgiunti.

1.2.3 Si intuiscecheil risultatosar̀a più grandequandonel prodottovengonoaccoppiatiil
maggioreconil maggioree il minoreconil minore.Dimostriamodunqueche

ab+a′b′ > ab′+a′b ;

questarelazioneequivalealleseguenti:

a(b−b′) +a′(b′ −b)> 0 ; a(b−b′)−a′(b−b′)> 0 ; (a−a′)(b−b′)> 0 .

Quest’ultimaè evidentementevera.Peril casogenerale,indichiamola soluzionesoltan-
to in termini intuitivi. Sedueelementidi A, a,a′ con a< a′ vengonomoltiplicati per due
numeridi B, b,b′ tali cheb> b′, possiamoscambiareb conb′ aumentandola sommacom-
plessiva,comeabbiamodimostrato.Cos̀ı, permezzodi successivi scambi,possiamofareim
modochegli elementidi A venganomoltiplicati per quelli di B checorrispondonoad essi
nell’ordinamento,eciò sempreaccrescendoil valoredellasommacomplessiva. Al contrario,
si potr̀a ottenere,consuccessivi scambichefannodiminuire la sommacomplessiva, chegli
elementidi B si seguanoin ordineinversorispettoa quelli di A chesonoconessiassociati
conla moltiplicazione.
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1.2.4 Supponiamo,per assurdo,chela prima delle frazioni sia riducibile; allora c’è un in-
tero k > 1 tale che a = ka′′, b = kb′′; ma allora si ha: a′b− ab′ = k(a′b′′ − a′′b′) 6= ±1.
Analogamentesi procedeperla seconda.

Dimostriamochesea/b e a′/b′ sonofra loro associate,anchea/b e (a+ a′)/(b+ b′) lo
sono;bastafareunpiccolocalcolo:

(a+a′)b−a(b+b′) = a′b−ab′ =±1 .

La teoriadelle frazioni associatèe molto elegante;ad esempio,si può dimostrareche
partendodalleduefrazioni 0/1, 1/1 e applicandopiù volte quellastranaoperazione(cheè
unaingannevoleaddizione) (

a
b
,
a′

b′

)
→ a+a′

b+b′

si può ottenereunaqualsiasifrazioneirriducibile convalorecompresofra 0 ed1.

1.2.5Sappiamochedalle duedisuguaglianze(nello stessosenso!)a≤ b, c≤ d si deduce:
a+c≤ b+d; pertanto,nel nostrocaso,si ha:

2,3+(−1,6)≤ x+y

cioè0,7≤ x+y; procedendoin modoanalogoperl’estremodestro,si ottiene:

0,7≤ x+y≤ 1,1 .

Peraverei limiti di variabilità di x− y, bastatenerepresentechex− y = x+ (−y). Oc-
correallora trovare i limiti di variabilità di −y; poich́e passandoagli oppostii sensidelle
disuguaglianzesi invertono,si ha

(∗) 1,4≤−y≤ 1,6

percìo procedendocomenelprimo casosi ottiene:

3,7≤ x−y≤ 4,1 .

Perle altre duelimitazioni, la via più sbrigativa è quelladi ridursi a disuguaglianzetra
numerinonnegativi; prendiamodunquela secondalimitazionenellaforma(∗). Da questae
dallaprimalimitazionesi ha:

2,3 ·1,4≤ x · (−y)≤ 2,5 ·1,6

cioè:
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2,3 ·1,4≤−xy≤ 2,5 ·1,6

e, infine:

−2,5 ·1,6≤ xy≤−2,3 ·1,4 .

Perottenerela quartalimitazione, ricordiamochesea e b sononumeripositivi, la di-
suguaglianzaa≤ b equivale alla 1

b ≤
1
a. Ritorniamodunqueancoraalla (∗); passandoai

reciprocisi ha: 1
1,6 ≤

1
−y ≤

1
1,4. Facendooraintervenirela limitazioneperla x, si ottiene:

2,3
1,6
≤−x

y
≤ 2,5

1,4

cioè, infine:

−2,5
1,4
≤ x

y
≤−2,3

1,6
.
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Tema2
Algebraelementare,equazioni,disequazioni

2.1 Quesiti di livello base

2.1.1Sia

A =
p3−q3

p−q
.

Calcolareil valoredi A, quandop =
1
2
, q = 1.

2.1.2Semplificare(sepossibile)l’espressione

(a+b)2−c2

c−a−b
.

2.1.3Risolverel’equazione

(2x+1)(3x−2)(x+4) = 0.

2.1.4Tradurrela seguentefrasedel linguaggiocorrentein una formula matematica:“De-
traendoil 19%dall’importo lordoL, si ottienel’importo nettoN”.

2.1.5Risolvereil sistema: {
0,3x+0,12y = 0
5x−2y = 2

2.1.6Determinarel’insiemedei valori di x peri quali risulta

x+
√

2

x+
√

3
≥ 0.

2.1.7A partiredallarelazione
1
p

+
1
q

=
1
r

(con p,q, r nonnulli) esprimerep in funzionedi q edi r.
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2.1.8Nel polinomiox2 +y2 eseguirele sostituzioni:

x =
1− t2

1+ t2 y =
2t

1+ t2

epoi semplificare.

2.1.9Semplificare:(y2−x2)(y2 +x2−1)−y4 +x4.

2.1.10Si sachela sommadi duenumeriè 6 echeil loro prodottoè8. Trovarei duenumeri.

2.1.11Si sachela differenzadi duenumeriè 3 e cheil loro prodottoè−2. Trovarei due
numeri.

2.1.12Tradurrela seguentefrasedel linguaggiocorrentein unaformulamatematica:“Se la
sommadei reciprocidi duenumeripositivi è 1, la sommadei duenumeri è ugualeal loro
prodotto”.

Stabilirequindi sel’enunciatoè vero.

2.2 Quesiti cherichiedono maggioreattenzione

2.2.1Stabilirequali delleseguentiuguaglianzesonoverequalunquesianoi numeria,b,c,d
(purch́e le espressioniabbianosenso)egiustificarele risposte:

a
c
· b
d

=
a ·b
c·d

a
c

+
b
d

=
a+b
c+d

a
c

:
b
d

=
a : b
c : d

(a+b) : c = a : c+b : c a : (b+c) = a : b+a : c.

2.2.2Scrivereun’equazionedi terzogradocheabbiapersoluzionii numeri−1,4,
11
3
.

2.2.3Determinarei valori di x peri quali risulta

x3 +2> 0.

2.2.4Dati duenumeridistinti a,b, determinareduenumeric,d in modochesussistal’identità:

1
(x+a)(x+b)

=
c

x+a
+

d
x+b

.

24



2.2.5 Trasformare(se possibile) la seguenteespressionein un prodotto di due fattori di
secondogrado(nel complessodellevariabili x,y,u,v):

(xu−yv)2 +(xv+yu)2.

2.2.6Trasformare(sepossibile)le seguentiespressioniin sommedi quadrati:

3x2−2xy+2y2 3x2−6xy+2y2.

2.2.7Eseguire la divisionedel polinomiox4 per il polinomiox2 + 1 edesprimereconun’u-
guaglianzail significatodell’operazioneeseguita.

2.2.8Dati duenumerireali a,b e sapendoche0< a≤ b, in cherelazionestannotra loro i

numeri
1
a
,
1
b

?

2.2.9Il lato più lungodi un foglio rettangolaremisurak cm. Qualedeveesserela misuradel
latopiù cortoperfares̀ı che,dividendoil foglio in duepartiuguali(conun taglioparalleloal
latopiù corto)ciascunadi questesiasimile al foglio iniziale?

2.2.10Determinarele soluzionidelleseguentiequazioni:

√
x2 = x ,

√
x2 +3 = 2x .

2.2.11Determinarele soluzionidelleseguentidisequazioni:

1
x

+x> 2 ,
1√

x+5
+2≥ 0 .

2.2.12Dati duenumeria e b distinti, siac la loro mediaaritmetica.Valeallora,ovviamente,
l’uguaglianza:

(1) a+b = 2c .
Daquestaqualcunohadedottosuccessivamentele seguenti:
(2) (a+b)(a−b) = 2c(a−b)
(3) a2−b2 = 2ac−2bc
(4) a2−2ac= b2−2bc
(5) a2−2ac+c2 = b2−2bc+c2

(6) (a−c)2 = (b−c)2

(7) a−c = b−c
(8) a = b.
La (8) contraddicel’ipotesi dacui siamopartiti, dunquealmenounodei passaggifatti è

sbagliato.Qualeo quali?
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2.3 Rispostecommentate

2.1.1A =
7
4

.

Nota. Il calcolopoteva essereeffettuatomediantesostituzionedirettanell’espressione
data,oppureosservandopreliminarmentechel’espressionepuò esseresemplificatain quan-
to p3− q3 è divisibile per p− q. Nel casospecifico,i dueprocedimentisonougualmente
semplici. In genereè più vantaggiosoeffettuarele sostituzionisolo dopoavereeseguito le
semplificazioni(speciesei valori numericidasostituiresonocomplicati).

2.1.2−(a+b+c).

2.1.3Tenutocontodellaleggedi annullamentodelprodotto,le soluzionidell’equazionedata
si ottengonosemplicementerisolvendole tre equazionidi primogrado:

2x+1 = 0 3x−2 = 0 x+4 = 0

quindi le soluzionisono:−1
2
,

2
3
, −4.

Nota. Chi, invecedi ricorrerealla legge di annullamentodel prodotto,avessesvolto
i calcoli per “togliere le parentesi”,avrebbetrasformatol’equazioneoriginaria in un’altra
(equivalentealla data,ma di forma diversa)di cui poi sarebbestatodifficile determinarele
radici.

2.1.4N = L− 19
100

L =
81
100

L.

2.1.5Il sistemaammetteun’unicasoluzione:(x;y) = (0,2 ; −0,5).

2.1.6Si trattadell’unionedi dueintervalli:

{x<−
√

3} oppure {x≥−
√

2}.

Nota. Sarebbesbagliatousareil segnodi disuguaglianzadebole(ossia≤ ) nel casodel
primo intervallo esarebbesbagliatousareil segnodi disuguaglianzaforte (ossia> ) nelcaso
del secondointervallo.

Ancorpiù sbagliatosarebbeusarescritturedel tipo

−
√

2≤ x<−
√

3

oppure {
x<−

√
3

x≥−
√

2

Cercatedi capireperch́e tuttequestescritturenonsonoaccettabili!
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2.1.7

p =
1

1
r
− 1

q

=
qr

q− r
.

Nota. L’espressionetrovatahasensosoloseq 6= r. D’altra parte,questacondizioneera

implicita già nella formulazionedel quesito,poich́e sefosseq = r ne seguirebbe
1
q

=
1
r

e

quindi, sostituendonellarelazioneiniziale,
1
p

= 0, relazionenonsoddisfattadaalcunvalore

di p.

2.1.8 Si ottieneun’espressionein t che, effettuatele debitesemplificazioni,si riduce alla
costante1.

Nota. Il risultatoottenutoammetteun’interpretazionegeometricain termini di funzioni
trigonometriche:postot = tangθ/2 (con θ angoloopportuno)risulta x = cosθ , y = senθ.
Quindi si tratta delle equazioniparametrichedella circonferenzacon centronell’origine e
raggio1.

2.1.9 Per non dover fare troppi calcoli conviene riscrivere l’espressionedatanella forma
(y2−x2)(y2 + x2−1)− (y2−x2)(y2 + x2) dacui, raccogliendoil fattorecomune(y2−x2) e
semplificando,si ottienex2−y2.

2.1.10Detti p,q i duenumeri,si trattadi risolvereil sistema:{
p+q = 6
p ·q = 8.

La soluzionèedatadaiduenumeri2 e4.

2.1.11Ragionandocomeperil quesitoprecedentee risolvendoil sistema:{
p−q = 3
p ·q =−2

si trovanoduesoluzioni: la coppiadi numeri1 e−2 e la coppiadi numeri2 e−1.

Nota. I quesiti2.1.10e2.1.11sonosimili. Tuttavia il primo ammetteunasolasoluzione,
mentreil secondone ammettedue. Perchi avessela curiosit̀a di capireil perch́e di questa
apparenteanomalia,eccounapossibilespiegazione. In entrambii casisi trattadi risolvere
un sistemadi secondogrado. Ripercorriamoper sommicapi le tappedel procedimentori-
solutivo: nellaprimaequazionesi esplicitaunadelleduevariabili in funzionedell’altra, per
esempioq in funzionedi p, e si sostituiscel’espressionecos̀ı trovatanellasecondaequazio-
ne; con ciò si pervienead un’equazionedi secondogradonella sola p, chedunqueha due
soluzionip1, p2 (le quali risultanoreali e distintein entrambii quesiti).Sostituendop1 nella
primaequazionesi trova un certovaloreq1 conla propriet̀a che(p1,q1) è unasoluzionedel
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sistema.Analogamente,sostituendop2 nellaprimaequazione,si trovauncertovaloreq2 con
la propriet̀ache(p2,q2) è unasoluzionedel sistema.

Orbene,nelcasodelsistemadelquesito2.1.10leduecoppiecos̀ı trovate:(p1,q1) = (2,4)
, (p2,q2) = (4,2) coincidono(a menodell’ordine)e quindi si usadire chec’è unasolaso-
luzione. Nel casodel sistemadel quesito2.1.11invece,le duecoppie: (p1,q1) = (1,−2)
, (p2,q2) = (2,−1) sonodistinte. La ragionedi fondo del diversocomportamentodei due
sistemideriva dal fatto chenel caso2.1.10i ruoli di p e q sonosimmetricie dunqueinter-
scambiabili(l’addizioneela moltiplicazionegodonodellapropriet̀acommutativa)mentrenel
caso2.1.11i dueruoli di p eq sonodistinti (in quantola sottrazionenongodedellapropriet̀a
commutativa).

Si noti infine che, proprio graziealla simmetriadel sistema2.1.10,esisteun metodo
più rapidoper trovarnela soluzione:bastaricordarechep e q sonole radici dell’equazione
x2− (p+q)x+ p ·q = 0.

2.1.12Traduzione.Sea , b sononumerireali positivi, da
1
a

+
1
b

= 1 segue:a+b = ab.

L’enunciatoè vero: bastasvolgerei calcoli.
Nota. L’ipotesi chei duenumeria,b sianopositivi nonvienesfruttatanei calcoli,quindi

l’enunciatoèveropiù in generale,anchesenzaquestalimitazione(vannosoloesclusii valori
a = 0 , b = 0). Si noti per̀o che,dei tre casia priori possibili: numerientrambipositivi,
un numeropositivo e l’altro negativo, numeri entrambinegativi, quest’ultimonon si può
presentare.Infatti da a < 0 , b < 0 segue che anchei rispettivi reciproci sonoentrambi
negativi; pertantola sommadi tali reciprociè ancoraun numeronegativo, e dunquenonpuò
essere1.

* * *

2.2.1Sonoverela prima,la terzaela quartauguaglianza(conseguenzadellepropriet̀aformali
delle operazioni). Sonofalsela secondae la quinta uguaglianza(bastadareun esempio,
attribuendoopportunivalori numericiada,b,c,d , peres.a = b = c = d = 1).

Nota. È importanterifletteresullastrutturadelledomandein cui si articolaquestoquesito
e sulla strutturadelle rispettive risposte. Le domandecontengonodei “quantificatori uni-
versali” espressidalle parole“qualunquesianoi numeri...” (unaformulazioneequivalente
poteva essere:“per tutti i numeri...”). In situazionidi questotipo, ossiaquandosi trattadi
stabilireseun’affermazione“universale”è verao falsa,per provarnela verità occorredare
unadimostrazionechecontemplila totalità dei casipossibili,mentreperprovarnela falsit̀a
bastaesibireun esempio.Infatti un’affermazionesi considera“f alsa”,quandola negazione
dell’affermazionèe “vera”; inoltre, la negazionedi un’affermazione“universale”:“Per ogni
... vale...” è un’affermazione“esistenziale”:“Esistealmenoun ... peril quale... nonvale”.
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2.2.2Perla leggedi annullamentodel prodotto(vedi sopra,soluzionedell’esercizio2.1.3)
l’equazionecercatàe:

(x+1)(x−4)
(

x− 11
3

)
= 0.

Nota. Ancheogni altra equazioneottenutamoltiplicandoentrambii membridella pre-
cedenteper un numerodiversoda 0 soddisfa alle condizioni richieste,per es. (x+ 1)(x−
4)(3x−11) = 0.

2.2.3x>− 3
√

2.

2.2.4Riducendoallo stessodenominatoree uguagliandoi coefficienti al numeratore,ci si
riconduceal sistema: {

c+d = 0
bc+ad = 1

che,risoltonelleincognitec,d dà:

c =
1

b−a
d =

1
a−b

.

2.2.5Svolgendoi calcoli:

(xu−yv)2 +(xv+yu)2 = x2(u2 +v2) +y2(u2 +v2) = (x2 +y2)(u2 +v2).

Nota. In generale,partendoda altre espressionidi quartogradoin più variabili, non è
dettochequestesianotrasformabiliin prodottidi duefattori di secondogrado.

2.2.6L’espressione3x2−2xy+ 2y2 può esserescrittain un’infinità di modi comesommadi
quadrati.Peres.:

(x2−2xy+y2) +2x2 +y2 = (x−y)2 +(
√

2x)2 +y2.

Nota. È altres̀ı possibiletrasformarela stessaespressionein sommadi duesoli quadrati.
Bastaricorrereal classicoprocedimentonotocome“completamentodelquadrato”.Si spezza
l’espressionedatain duecomponenti:

3x2−2xy+2y2 = (3x2−2xy+ky2) +(2−k)y2

e si determinak in modocheil polinomio3x2−2xy+ ky2 risulti un quadratoperfetto. Ciò
accadeperk = 1/3:

3x2−2xy+
1
3

y2 = (
√

3x− 1√
3

y)2.

Perk = 1/3 anchel’altra componentepuò esserescrittasottoformadi quadratoperfetto:

(2− 1
3

)y2 =
5
3

y2 =
(√

5
3

y

)2
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dacui la tesi.

L’espressione3x2−6xy+ 2y2 nonpuò esserescrittacomesommadi quadrati.Perpro-
varlo,bastaosservarecheattribuendoopportunivalori allevariabili x,y l’espressioneassume
valori negativi, mentreunasommadi quadratideve esseresempre≥ 0. Peres. si prenda
x = y = 1.

2.2.7 Il quozientedella divisionedel polinomio A = x4 per il polinomio B = x2 + 1 è Q =
x2−1 e il restoè R= 1. Questofattosi esprimemediantel’uguaglianzaA = B ·Q+ R che
nel casospecificodiventa:x4 = (x2 +1)(x2−1) +1.

2.2.8Da0< a≤ b segue
1
a
≥ 1

b
> 0.

2.2.9Siah la misuradel latopiù corto.Allora (vediFigura1):

k : h = h :
k
2
.

Quindih =
k√
2

.

k

h

k/2

Figura1.

2.2.10L’equazione
√

x2 = x ammettecomesoluzioneogni valoredi x talechex≥ 0.
Nota. I valori di x percui x< 0 invecenonrisolvonol’equazione.Infatti in tal casosi ha

identicamente:
√

x2 =−x.

L’equazione
√

x2 +3 = 2x ammettel’unica soluzionex = 1.

Nota. Il procedimentorisolutivo basatosull’elevamentoal quadratodi ambeduei membri
dà luogoadun’equazionedi secondogradox2 + 3 = 4x2 cheammetteduesoluzioni: +1 e
−1. Ma la soluzionenegativavaesclusa,in quantononverifical’equazionedi partenza.
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2.2.11La disequazione
1
x

+x> 2 è verificataperognix maggioredi 0 ediversoda1.

L’insiemedellesoluzionipuò esserescrittoanchenellaforma

(0,1)∪ (1,∞).

La disequazione
1√

x+5
+2≥ 0 è verificataperognix>−5.

Possiamoanchescriverechex è soluzioneseesolose

x∈ (−5,∞).

2.2.12È sbagliatoil passaggioda(6) a (7). Infatti l’uguaglianzatra i quadratidi duenumeri
nonimplica l’uguaglianzatra i numeristessi.Quindi da(6) si può dedurresoloche

a−c = b−c oppure a−c =−b+c
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Tema3
Insiemi,elementidi logica,calcolocombinatorio,relazionie funzioni

3.1 Quesiti di livello base

3.1.1 Si considerinoi seguentienunciati:“n è un multiplo di 3 o è un numeropari,e inoltre
èminoredi 20”; “n è unnumeropariminoredi 20,oppureèmultiplo di 3 eminoredi 20” (n
è unnumeronaturale).Interpretareconespressioniinsiemistichei dueenunciati.

3.1.2 Illustrare e giustificare(con un controllo su diagrammidi Eulero-Venn) la formula
insiemistica(A∪B)∩C = (A∩C)∪ (B∩C).
3.1.3 Sia p l’affermazione“ogni numeronaturalemaggioredi 1 è sommadi duenumeri
dispari”. Esprimerel’affermazione“non p” (senzausareespressionicome“non è veroche
...”).

Stabilirepoi sep è veraoppure“non p” è vera.

3.1.4 In quantimodin personesi possonosederesuunapanca?Intornoauntavolo circolare?
(Dueschieramentisi ritengonoindistinguibili soloseciascuncommensalehalo stessovicino
di destrae lo stessovicino di sinistra).

3.1.5 Quantesonole colonnepossibilinellaschedinadelTotocalcio?

3.1.6 Nell’insiemedeinumerinaturali,comesipuòcaratterizzareil sottoinsiemeS= {1,3,5,7,9}?
Conaltreparole:trovareunapropriet̀a caratteristicadi S, cioè unapropriet̀a chesiaveraper
tutti e soli gli elementidi S.

3.1.7 Dati gli insiemiA = {1,2,3,4}, B = {a,b,c}, quantesonole applicazioni(le funzioni)
di A in B?

3.1.8 Quantisonoi sottoinsiemidell’insiemeA = {1,2,3,4}?
3.1.9 Nello schemadellaFigura2, tuttele freccehannoil significatodi “... èmaggioredi ...”;
c’è un circolettovuoto: in questoscriveteun numeronaturalecherispetti le frecce. Manca
anchequalchefrecciafra i numeridello schema;tracciatele freccechecolleganoi numeri
scritti.

3.2 Quesiti cherichiedono maggioreattenzione

Alcunedelledomandecheseguonopossonosembrare“non matematiche”, perchénonsi
parla di numeri,di figure, di insiemi,. . .Ma richiedonoqualche sempliceragionamento,e
quindi sonoutili per saggiare le capacit̀a matematiche.
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3.2.1 Tra le applicazionidi cui si parla nell’esercizio3.1.7, ce ne sonodi suriettive? di
iniettive?di biiettive?

3.2.2 Sianos, t duesegmentidi lunghezzadiversatraloro parallelienonallineati.Disegnate,
seesistono,le seguentiapplicazioni:

• un’applicazionebiiettiva fra se t,

• un’applicazioneiniettivadi s in t chenonsiabiiettiva,

• un’applicazionesuriettivadi s sut chenonsiabiiettiva,

• un’applicazionechenonsiainiettivané suriettiva.

3.2.3 NellaFigura3 sonosegnatialcuninumeriealcunefreccefra essi(questavolta tuttele
freccepossibilisonostatetracciate).Checosapossonosignificarequestefrecce?

3.2.4 Nell’insiemedellerettedelpiano,fareun esempiodi unarelazioned’equivalenza.
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3.2.5 Datele funzioni f ,g tali che f (x) = 2x, g(x) = x2, costruitele funzionichesi ottengono
componendog seguitoda f (cioè f ◦g), e, rispettivamente,f seguitodag (cioèg◦ f ).

3.2.6 In un’isolaogni abitanteè un cavaliere(e alloradicesemprela verità) o un furfante(e
alloramentesempre).IncontriamodueabitantiA, B checi fannoquestedichiarazioni:

A: “Io sonouncavaliere”

B: “A è un furfante”.

A è uncavaliere?eB? Si può rispondereaquestedomande?

3.2.7 Esprimeresenzausareil “non” la frase“Non èverocheGigi è buonoeattento”.

3.2.8 L’insieme{A,C,N,O,R} è caratterizzatodallapropriet̀adi essere:

a) l’insiemedelleprime16 lettere,toltealcunedi esse
b) l’insiemedelleletteredellaparolaANCONA
c) l’insiemedelleletteredellaparolaANCORA
d) l’insiemedelleletteredellaparolaANCORAGGIO.

3.2.9 Sianop,q dueproposizioni;supponiamocheda p si possadedurreq. Checosaaltrosi
può certamentedire?

a)da(non p) si può dedurre(nonq)
b) da(nonq) si può dedurre(non p)
c) daq si può dedurrep
d) nessunadelleaffermazioniprecedenti.

Scrivereal postodi p e di q dueproposizionimatematicheopportunein modochedalla
primasi possadedurrela seconda.Qualechiameresteipotesi?Qualechiamerestetesi?

3.3 Rispostecommentate

3.1.1 IndichiamoconA, B, C rispettivamente,gli insiemidei numeripari, dei multipli di 3,
deinumeriminori di 20: le espressionicercatesono(A∪B)∩C e (A∩C)∪ (B∩C).
3.1.2Bastaosservarei due“diagrammidi Eulero-Venn” nellaFigura4. In quellodi sinistra
A∪B è rappresentatodalla regione tratteggiataverticalmente,C dalla regione tratteggiata
orizzontalmente,e la zonaquadrettatarappresenta(A∪B)∩C. Nel secondo,sonoevidenziati
(A∩C) e (B∩C): la zonatratteggiatain unmodoo nell’altro rappresenta(A∩C)∪ (B∩C). I
risultati finali sonouguali. L’uguaglianzasi esprimeanchedicendoche“l’unione di insiemi
è distributiva rispettoall’intersezione”.

3.1.3 L’affermazione“non p” è “ci sononumerinaturalichenonsonosommadi duenumeri
dispari”. Essaè vera, mentrep è falsa(un numerodispari non è sommadi due numeri
dispari).
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Figura4.

3.1.4 Nel casodellapanca,alla fine ci sarannon postioccupati:al primo ci può andareuna
qualunquedelle n persone,al secondounadelle rimanentin− 1: abbiamofinora n(n− 1)
possibilit̀a. Al terzopostopuò andareunadelle rimanentin−2 persone,... . Perl’ultimo
postorestaunasolapossibilit̀a. In tutto i modi di sedersisonotanti quantoil prodottodei
primi n numerinaturali(lo si indicaconn!). Intornoa un tavolo circolare,facciamosedere
unapersonain un postoqualsiasi(chealla fine non sar̀a distinguibiledagli altri, perch́e il
tavolo è circolare). Tutto dipendeda comele restantin− 1 personesi siedononei restanti
n−1 posti,equestopuò avvenirein (n−1)! modi.

3.1.5 Ci sonotre possibilit̀a per la primapartita,tre per la seconda:combinandoletra loro
abbiamoallora9 = 32 possibilit̀a. Sesi tienecontoanchedellaterzapartita,si hanno27= 33

possibilit̀a . . . . Pertuttele 13 partite,le colonnepossibilisono313.

3.1.6 Si trattadi trovareunapropriet̀a numericachesia veraper ogni elementodi S, e per
nessunaltro. Peresempio:S è l’insiemedei numeridispariminori di 10 (osservatechec’è
nascostala congiunzione“e”: “... èunnumerodisparieinoltreèminoredi 10”). Nonsarebbe
correttorispondere“sononumeridispari”,perch́evi sononumeridisparichenoncompaiono
in S.

3.1.7 All’elemento1 possiamoassociarea, oppureb, oppurec; poi a 2 possiamoassociare
a, oppureb, oppurec, e cos̀ı via. In tutto si hanno34 applicazioni.

3.1.8C’è il sottoinsiemevuoto;poi 4 sottoinsiemiformatidaunsoloelemento;poi 6 formati
da dueelementi({1,2},{1,3}, ...,{3,4}); 4 di tre elementi(ciascunosi ottieneeliminando
unodeiquattroelementi);infineA stesso.In totale1+4+6+4+1 = 16sottoinsiemi.

3.1.9 In bassoa sinistramancaun numero,minore di 3: può trattarsidi 0, di 1 o di 2.
Prendiamoper esempio2: occorretracciareuna freccia da 5 a 2 e a 1, da 4 a 3, da 2 a
1.

* * *
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3.2.1Vi sonovarieapplicazionisuriettive di A in B. Ne otteniamounaassociandoa 1,2,3,4
rispettivamentea,b,c,c. Nonvi sonoapplicazioniiniettive,perch́edueelementidi Adebbono
averelo stessocorrispondente.In particolare,nonvi sonoapplicazionibiiettivedi A in B.

3.2.2Esistonomolteapplicazionidi ciascunodei tipi richiesti. Ad esempioquellein Figura
5.

t

s

t

s

applicazionebiiettiva applicazioneiniettiva

t

s
BA

O

U

t

s

A
applicazionesuriettiva (i punti
daA a B compresosi proiettano
daO; gli altri daU)

applicazionechenon è iniettiva
eneppuresuriettiva (tutti i punti
di s sonoproiettatinelpuntoA)

Figura5.

3.2.3Unapossibilerispostàe: “... èmultiplo di ...”.

3.2.4Un esempiopossibileè: “due retter,snonhannopunti comunio sonocoincidenti”.
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Un altropossibileesempiòe il seguente.SiaP unpuntoarbitrariodelpiano;dueretter,s
sonoequivalentisepassanoentrambeperil puntoP oppureseentrambenonlo contengono.
Le rettedel pianorisultanoin questomodosuddivise in dueclassidi equivalenza:le rette
passantiperP (unaclasse)e tuttele altre(l’altra classe).

3.2.5Si osserviche( f ◦g)(x) = f (g(x)). Postoy = f (x) = 2x, si haz = g(y) = g( f (x)) =
(2x)2 = 4x2: quindi (g◦ f )(x) = 4x2. Invece( f ◦g)(x) = 2x2.

3.2.6A e B sonocertamentedi tipo diverso,perch́e fannoaffermazioniopposte.Non si può
dire altro: A può essereun cavaliere,e B un furfante;oppureA ha mentito,e allora è un
furfante,eB hadettola verità,edèun cavaliere.

3.2.7NegarecheGigi abbiatutt’e duele qualit̀a,vuol direcheglienemancaalmenouna,cioè
nonèbuonoononèattento.È dunquecorrettala risposta“Gigi ècattivoo disattento”.Spesso
si credechela rispostagiustasia“Gigi è cattivo e disattento”:manonsi può pretendereche
Gigi abbiatutt’e duele ‘qualità negative’.

3.2.8Rispostagiusta:c). La b) nonva beneperch́e nellaparolaANCONA mancala “R”; la
parolaANCORAGGIO contienetutte le lettereA, C, N, O, R, macontieneanche“G” e “I”.
Quantoalla rispostaa), è verochel’insieme{A, C, N, O, R} si ottieneprendendole prime
16 letteree togliendonequalcuna,ma non si può dire che in questomodosi ottenga solo
taleinsieme,e quindi nonsi può dire cheessosial’insiemecos̀ı fatto(la domandasi poteva
formulareanchedicendo“trovateunapropriet̀acaratteristicadell’insieme{A, C, N, O, R}”:
quellaespressadalla rispostaa) non si può considerarecaratteristicaper il nostroinsieme,
perch́enonvieneprecisatoquali letteresi debbanotogliere).

3.2.9Rispostagiusta:b). Infatti sesi affermachela tesiq è falsa,cioèche“non q” èvera,non
può essereveral’ipotesi p (altrimenti sarebbeveraancheq); quindi da “non q” segue“non
p”. Esempio:p: “Il quadrilateroABCD è un rettangolo”;q: “Il quadrilateroABCD si può
inscriverein unacirconferenza”.Osservatechea) nonva bene,comesi vededall’esempio:
seABCD non è un rettangolo,nonsi può dire chenonsia inscrivibile in unacirconferenza.
Anchec) nonvabene,perlo stessomotivo.
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Tema4
Geometria

4.1 Quesiti di livello base

4.1.1Assegnati tre segmentile cui lunghezzemisuranorispettivamentea,b,c, esistesempre
un triangolocheli ammettecomelati? Seil triangoloesiste,spiegarecomesi costruiscecon
rigaecompasso.

4.1.2Spiegarecomesi costruisceconriga e compassola circonferenzainscrittae la circon-
ferenzacircoscrittaadun triangolodato.Realizzareeffettivamentetali costruzioni.

4.1.3Dimostrarele seguentiproposizioni:

a) in ogni quadrilateroinscritto in una circonferenzala sommadegli angoli opposti è un
angolopiatto;

b) in ogni quadrilaterocircoscrittoad unacirconferenzala sommadelle lunghezzedi due
lati oppostiè ugualealla sommadellelunghezzedegli altri due.

4.1.4Dimostrarele seguentiproposizioni:

a) la sommadegli angoliinternidi unpoligonoconvessòeugualea tanti angolipiatti quanti
sonoi lati delpoligono,menodueangolipiatti;

b) la sommadegli angoliesternidi un poligonoconvessòeugualeadueangolipiatti.

4.1.5Nel pianoriferito acoordinatecartesianeortogonali:

a) scriverel’equazionedellarettachepassaperil punto(2,−1) edèperpendicolareallaretta
4x−3y+12= 0;

b) determinarela distanzadelpunto(−3,2) dallaretta4x−3y+12= 0;

c) scriverel’equazionedella retta(è unasola?) passanteper il punto(0,0) e tangentealla
circonferenzax2 +y2−2x+y = 0.
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4.1.6DuesferehannorispettivamenteareaS1, S2 e volumeV1, V2. Conoscendoil rapporto
S1
S2

= h (numeropositivo) determinareil valoredel rapportoV1
V2

.

4.1.7 Sia K un cilindro circolareretto illimitato (formato cioè dalle rette che passanoper
i punti di unacirconferenzaC e sonoperpendicolarial pianoγ della circonferenzastessa).
Esaminandole intersezionidi K con un pianoπ, in relazionea diverseposizionidi π dire
quali dei seguenticasisi possonopresentare.
L’intersezioneè: a) unaellisse,b) unaiperbole,c) un ramodi iperbole,d)unaparabola,e)
unacirconferenza,f) unaretta,g) duerette,h) tre rette,i) un punto,l) nessunpunto.

4.1.8Sappiamochel’intersezionedi duepiani distinti dello spaziopuò esseredi duetipi: a)
unarettacomuneai duepiani,b) l’insiemevuoto,quandoi piani sonotra loro paralleli.
Si chiededi elencareanalogamentetutti i possibilitipi di intersezionechesi possonopresen-
tarecontrepianidistinti dellospazio.

4.1.9Datenellospazioduerettesghember,squantisonoi piani che

a) contengonor esonoparallelias?

b) contengonor esonoperpendicolarias?

Si osservichela rispostaallasecondadomandaesigeunadistinzionedi casi.

4.2 Quesiti cherichiedono maggioreattenzione

4.2.1Sianodati nel pianounacirconferenzaC e un puntoP nonappartenentea C . Trovare
tra i punti di C , quellopiú vicino aP equellopiú lontanodaP. Giustificarela risposta.

4.2.2Si considerila proposizione:“in un triangolorettangolola bisettricedell’angolorettoe
la medianarelativaal catetomaggioresonoperpendicolari”.Dire setaleproposizionèevera
o falsa.Seè veradimostrarla;seè falsariconoscereseesistequalchecasoparticolarein cui
essàevera.

4.2.3Si considerinoi seguentienunciatichesi riferisconoal pianoeuclideo:

a) assedi un segmentoAB è la rettapassanteperil puntomediodi AB e perpendicolarealla
rettacontenenteil segmento;

b) assedi unsegmentoAB è il luogodeipunti delpianoequidistantidaipunti A eB.
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In alcunilibri di testol’enunciato(a) è assuntocomedefinizionedi asseequindi l’enunciato
(b) èun teoremacheesprimeunapropriet̀adell’assestesso.In altri libri di testo,al contrario,
(b) è assuntocomedefinizione,mentre(a) esprimeun teorema.Analizzaresequestifatti
sonoin contraddizionetra loro.

4.2.4Datein un pianodueretteperpendicolari,studiareil luogodei punti del pianotali che
la sommadelleloro distanzedatali rettenonsuperi1.

4.2.5Nel pianoriferito acoordinatecartesianèedatountriangolodi vertici A, B,C. Costruire
unalgoritmoperstabilireseunpuntoassegnatoP si trovaall’interno,sulbordoo all’esterno
del triangolo.
Risolvereeffettivamenteil problemafacendousodell’algoritmo costruitonel casoin cui i
punti assegnati abbiano,rispettivamente,le coordinate:A = (1,3), B = (6,7), C = (5,−1),
P = (3,3).

4.2.6Nel pianoriferito acoordinatecartesianeortogonalimonometriche(x,y) si considerila
famigliaF di curve(luoghigeometrici),rappresentate,al variaredelparametrorealea, dalle
equazioni

a(x2 +y2 +x+y) +(x+y) = 0.

Riconoscere,al variaredi a, la naturadei luoghi geometriciappartenentialla famiglia F .
Nella famigliaF vi sonodellecirconferenze;trovareil luogodei loro centri.
Fissatounvalorerealepositivo r, esistonocirconferenzedi F di raggior? quante?
Primadi risponderea questoquesitoenunciareconprecisionecosasi intendeconla espres-
sione“equazionedi unacurva” oppure“equazionedi un luogogeometrico”.

4.2.7Nel pianoriferito acoordinatecartesianeortogonalimonometriche(x,y) si considerino
i luoghideipunti rappresentatidalleseguentiequazioni:

a) x2 +y2−1 = 0,

b) x2 +y2 = 0,

c) x2 +y2 +1 = 0,

d) x2 +y2 +2xy = 0,

e) x2 +y2 +xy = 0,

f) x2−y2 = 0,

g) x2 +y2 +2x+2y+2 = 0,

h) (x2−1)2 +y2 = 0.

Dopoaverdatounadefinizioneprecisadi “equazionedi unluogodi punti”, riconoscerequale
delleprecedentiequazionirappresenta:

40



i) nessunpunto,

ii) un punto,

iii) duepunti,

iv) unaretta,

v) duerette,

vi) unacirconferenza.

4.2.8Nel pianoriferito acoordinatecartesianeortogonalimonometriche(x,y), siaL il luogo
deipunti le cui coordinatesoddisfanoalla equazione

f (x,y) = 0

(con f (x,y) polinomionellevariabili realix,y).
Dire quali delleseguentiaffermazionisonovereequali false,giustificandole rispostedate.

a) Un puntononpuò essererappresentatodaunasolaequazionein x ey;

b) L è unarettaseesolose f (x,y) è di primogrado;

c) L è unacirconferenzaseesoloseperognix, y, si ha f (x,y) = f (−x,−y) e inoltre f (x,y)
noncontieneil terminein xy;

d) L è una circonferenzase e solo se, per ogni x, y si ha f (x,y) = f (y,x) e f (x,y) è un
polinomiodi secondogradoin cui mancail terminein xy.
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4.3 Rispostecommentate

4.1.1Perrisponderealla domandapostaoccorrericordarela notapropriet̀a dei triangoli: “in
ogni triangolociascunlato è minoredellasommadegli altri due”. Di conseguenzale misure
assegnateperle lunghezzedei segmentidevonosoddisfarele tredisuguaglianze

a+b> c, b+c> a, c+a> b.

Tali relazionisononotecol nome“disuguaglianzetriangolari”.
Per costruiregraficamenteil triangolo si può procederecomesegue. Fissatouno dei tre
segmentiassegnati, sia per esempioAA′ quello di misuraa, si traccinole circonferenzeB,
C chehannorispettivamenteraggi di misurab e c e i cui centri sonorispettivamentesugli
estremiA eA′ del segmento.
SeB eC si incontranoin duepuntidistinti P eQ, i triangoliAA′P oppureAA′Q sonole figure
cercate.SeP = Q (e quindi P è sullarettaAA′) oppureB e C nonhannopunti in comune,il
triangolocercatononesiste.
Gli ultimi duecasisi verificanorispettivamentenelleseguentieventualit̀a. Si haP = Q seal
postodi unadelledisuguaglianzesi haunaidentit̀a e quindi unodei segmentiè ugualealla
sommadegli altri due. Le circonferenzeB e C sonoprive di punti in comuneseunadelle
tre disuguaglianzenon è verificata,senzachevalga al suopostounaidentit̀a. Si osserviin
propositoche,essendoa,b,c maggioridi zero,al piú unadelletredisuguaglianzepuò essere
violata.
Lo studentèe invitato a realizzareeffettivamentela costruzioneindicata,assumendo:a = 2,
b = 3, c = 4 (misureespresserispettoadunaunità di misuraprefissata).

4.1.2Si trattadi unclassicoeserciziola cui soluzionesi trovasuogni libro di testo.Ricordia-
mo cheil centrodellacirconferenzainscritta(incentro)è il puntodi incontrodellebisettrici
degli angolidel triangolo;il centrodellacirconferenzacircoscritta(circocentro)̀e il puntodi
incontrodegli assidei lati del triangolo.Lo studentèe fortementeinvitato a realizzareeffet-
tivamentela costruzionerichiestae adaccompagnarlaconunabreve giustificazionescritta,
senzafarericorsoin unprimomomentoadalcunlibro. Terminatol’eserciziosar̀aopportuno
controllaresul libro di testola correttezzae la adeguatezzadelprocedimentoseguito.

4.1.3a) SiaABCD il quadrilateroinscritto in unacirconferenzadi centroO (Figura6). Ri-
cordiamoorail nototeorema“ogni angoloalla circonferenzàe la met̀a dell’angoloal centro
cheinsistesullostessoarco”.

Consideriamoquindi gli angoli
∧

BAD e
∧

BCD del quadrilatero:ciascunodi essiè la met̀a
di unodei dueangolial centroindividuati dallesemiretteOB e OD (l’uno convessoe l’altro
concavo o, eventualmente,entrambipiatti).

Poich́e la sommadi questidueangolial centroè in ogni casoun angologiro, la somma
∧

BAD+
∧

BCD risultaugualeadunangolopiatto.
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Figura6.

b) SiaABCD il quadrilaterocircoscrittoadunacirconferenzadi centroOesianoH,K,L,M
rispettivamentei punti di contattodei lati AB, BC, CD, DA (Figura7).

Ricordandole propriet̀a delle tangentiad una circonferenzacondotteda un suo punto
esterno,si hannole seguentirelazionitra le lunghezzedei segmenti:

AH = AM, BH = BK, CL = CK, DL = DM.

Daquesteuguaglianzesommandomembroamembrosi ottiene:

AH +BH +CL +DL = AM+BK+CK +DM,

cioè
AB+CD = BC+AD.

OsservazioneLe proposizioni(a), (b) sonocondizioninecessarieaffinché un quadrilatero
sia,rispettivamenteinscrittooppurecircoscrittoadunacirconferenza.Questeduecondizioni
sonoper̀o anchesufficienti. Si invita il lettoreinteressatoadarneunadimostrazione.

4.1.4a) SiaABCDEF.... un poligonoconvessodi n lati (e quindi n vertici) e P un suopunto
interno(Figura8). CongiungendoP successivamenteconi vertici del poligonosi ottengono
tanti triangoli quantisonoi lati delpoligonostesso,cioèn.

La sommadegli angoliinternidi tutti questitriangoli è dunquen angolipiatti; sottraendo
daquestasommadueangolipiatti (cioè l’angologiro costituitodallasommadi tutti gli angoli
di tali triangoli aventi verticeP) si ottienela sommadegli angoli interni del poligonoche
risultaquindiugualea (n−2) angolipiatti.

b) Comeè notoin un poligonoconvessosi chiamaangoloesternoin un genericovertice
H l’angolo formatodallasemirettadi origineH, checontieneunodei duelati del poligono
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uscentida H, e la semirettaoppostaa quella che contienel’altro lato per H. Dunquein
ogni verticedelpoligonola sommadell’angolointernoedi unangoloesternorelativo aquel
verticeèugualeadunangolopiatto.Seil poligonohan vertici, la sommadi tutti i suoiangoli
interni e dei relativi angoliesterniè dunquen angolipiatti. Poich́e è noto(proposizione(a))
chela sommadegli n angoliinterni èugualea(n−2) angolipiatti, senededucechela somma
degli n angoliesterniè ugualeadueangolipiatti.

4.1.5

a) 3x+4y−2 = 0;

b) la distanzàe 6
5;

c) La rettatangentèe unicapoich́e il puntoassegnatoappartienealla circonferenza;la sua
equazionèe2x−y = 0.

4.1.6 Osserviamoche l’area S e il volumeV di una sferadi raggio r sonoproporzionali

rispettivamentea r2 e r3. Neconsegueh =
S1

S2
=

r2
1

r2
2

equindi
V1

V2
=

r3
1

r3
2

=
√

h3.

4.1.7Indichiamocon I l’intersezionedi K conπ. Seil pianoπ è paralleloal pianoγ, l’in-
tersezioneI è unacirconferenza;sei piani π e γ si incontranosenzaessereperpendicolari
l’intersezioneI èunaellisse;seπ èperpendicolareaγ l’intersezioneI potr̀aesserecostituita
daduerette,unarettaoppuresar̀aprivadi punti,secondochela rettar, intersezionedi πcon
γ, è secante,tangenteoppureesternaallacirconferenzaC .
In conclusione,i casichesi possonopresentaresono:(a), (e), (f), (g), (l).

4.1.8Le possibili intersezionidi trepiani distinti dellospaziosono:

a) unarettar comuneai tre piani;

b) un solopuntoP, quandoi piani si incontranoa duea duesecondotre rettedistintea,b,c
chepassanoperP;

c) l’insiemevuoto,quandoi tre piani assumonounadelleseguentiposizionireciproche:

i) sonoparalleli tra loro;

ii) si incontranoa due a due secondotre rette distinte e parallelea,b,c (i tre piani
formanocioè in questocasoun prismaillimitato di sezionetriangolaree spigoli
a,b,c);

iii) due dei tre piani sonoparalleli e questi,a loro volta, incontranoil terzo piano
secondoduerettea,b puredistinteeparallele.
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4.1.9a) Vi è esattamenteun pianochecontiener ed è paralleloa s (cioè non ha punti in
comunecons). Essoè il pianodeterminatodar e daunaqualunquerettas′ cheè parallelaa
s echepassaperunpuntodi r.

b) Sele rettesghember essonoortogonaliesisteesattamenteunpianochecontiener ed
è perpendicolarea s. Essoè il pianodeterminatodalla rettar e dalla rettat perpendicolare
comunea r es. Ser es, sghembe,nonsonotra loro ortogonaliil pianorichiestononesiste.

* * *

4.2.1Risoluzionesintetica.
Seil puntoP è centrodi C , i punti dellacirconferenzahannotutti la stessadistanzadaP. Sia
dunqueP diversodal centroC di C . I punti cercatisonoi punti M,N intersezionedi C con
la rettaPC. Perdimostrarloconsideriamoadesempioil più vicino a P dei duepunti M,N:
siaessoM. Il cerchioM , di centroP e passanteperM, è tangentea C in M, essendola retta
passanteperM eperpendicolareaPC tangentecomuneaC eM . DunqueC eM nonhanno
punti in comuneoltrea M, e quindi M è tutto esternoo tutto internoa C , secondochelo è il
puntoP. Allora la distanzadaP di un qualsiasipuntoX di C , è maggioreo ugualea quella
di M daP. Ragionamentoanalogoperil puntoN.
Risoluzioneanalitica.
Perprocederealla risoluzioneanaliticaè necessarioin primo luogo scegliere in modoop-
portunoil sistemadi riferimento. Tale sceltava fattain mododa poteresprimerei dati del
problemanellaformacherendai calcoliela letturadeirisultatipiù semplicechesiapossibile,
avendoper̀o curadi nonlederela generalit̀adelleipotesi.

Supponiamoora cheil puntoP sia diversodal centroC della circonferenza.Possiamo
fissarenel pianoun sistemadi riferimentocartesiano(ortogonalemonometrico)aventel’o-
rigine degli assinel centroC e l’assedelle ascissecoincidentecon la rettaCP orientatoin
modocheP abbiaascissapositiva. Assumiamola lunghezzadel raggiodi C comeunità di
misura.In tal casola circonferenzaC avràequazionex2 +y2 = 1 e il puntoP avràcoordinate
(t,0), con t > 0. SeX = (a,b) è un genericopuntodi C , la distanzad tra P edX sar̀a data
dad2 = (a− t)2 + b2. Ricordandochea2 + b2 = 1 si had2 = t2−2at + 1 e quindi, set 6= 0,
d è minima o massimaal variaredi a secondocheè minimo o massimoil valore (−2at).
Poich́e il campodi variabilità di a è−1≤ a≤ 1, il minimo valoredi d si avrà per a = 1,
il massimopera = −1. Il puntodi C più vicino e quellopiù lontanodaP sarannodunque,
rispettivamente,(1,0) e (−1,0). Si confermain questomodolo stessorisultatogià trovato
pervia sintetica.
SeP coincideconC, tutti i punti dellacirconferenzahannola stessadistanzadaP.

4.2.2 La proposizioneè falsaperch́e esistealmenoun contro-esempio;infatti in un trian-
golo rettangoloisoscelela bisettricedell’angolo retto è perpendicolareall’ipotenusa. La
proposizionèe inveceveraseesoloseunodei catetihalunghezzadoppiadell’altro.
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4.2.3Entrambeleproposizionipossonoessereassuntecomedefinizionedi assedi unsegmen-
to e quindi l’altra proposizionepuò costituirel’enunciatodi un teorema.La sceltadipende
essenzialmentedallenozionichei diversilibri di testovoglionoconsiderarenoteedaglistru-
mentiteorici chesonoadisposizionepersvolgerela dimostrazione.
Ad esempio,senellosvolgimentodellateoriavieneintrodottapreliminarmentela nozionedi
riflessione(simmetria)rispettoadunaretta(edè quindi notal’esistenzae unicità della retta
passanteperunpuntoeperpendicolareadunarettadata)la più naturaledefinizionedi assedi
un segmentoè formulatadall’enunciato(a). In questocasola proposizione(b) esprimeuna
importantepropriet̀adelleriflessioni.Occorreaquestofinedistingueredueeventualit̀a. Sela
riflessionèestatadefinitacomeunaparticolareisometria,allorala validitàdellaproposizione
(b) è immediata.Seinvecela riflessioneè statasemplicementedefinitacomeunaparticolare
biiezione,allora la proposizione(b) va dimostratanel contestopiù ampioin cui si dimostra
chele riflessionisonoisometrie.
Al contrario,senel libro di testoè stataintrodottapreliminarmentela nozionedi distanza
tra duepunti del piano(oppure,il cheè lo stesso,la nozionedi congruenzatra segmentidel
piano)è naturaleallora assumerecomedefinizionedi assedi un segmentol’enunciato(b).
Occorrepoi introdurrela definizionedi puntomediodi unsegmento,di retteperpendicolarie
il teoremadi esistenzaeunicità dellaretta,passanteperunpuntoassegnatoeperpendicolare
adunarettadata.Conquestistrumenti,e sullabasedei criteri di congruenzadei triangoli, è
possibiledimostrarecheil luogodefinitoin (b) èunarettaechetalerettapossiedele propriet̀a
enunciatein (a).

4.2.4(Risoluzioneanalitica).Si assumanole dueretteperpendicolaricomeassidi unsistema
di riferimentocartesiano(ortogonalemonometrico).Il luogo cercatoè costituitodai punti
P = (x,y) le cui coordinatesoddisfanola disequazione|x|+ |y| ≤ 1.
Tale luogo consistenei punti interni e nel contornodel quadratodi vertici (0,1), (1,0),
(0,−1), (−1,0).

4.2.5Un puntoP del pianoè puntointernoal triangolosesi trova, rispettoa ciascunaretta
checontieneun lato,nello stessosemipianochecontieneil verticerestante.Perriconoscere
questofatto bastascrivere l’equazionedi ognunodei lati, poniamoax+ by+ c = 0, e poi
controllarese,sostituendoal postodellecoordinatecorrentile coordinatedel puntoP e, ri-
spettivamente,del terzovertice,il primo membrodella equazione(ax+ by+ c) assume,in
entrambii casi,lo stessosegno.Il puntoP sar̀a invecesulbordodel triangolosecoincidecon
unodei vertici oppurerisulta interno,conriferimentoa duedelle tre rettechecontengonoi
lati, edappartieneinvecealla terzaretta.
Nel casoparticolarepropostole equazionidei lati del triangolosono:rettaAB4x−5y+11=
0, rettaAC 4x+ 4y−16= 0, rettaBC 8x−y−41= 0. Indicati orai primi membridi queste
equazionirispettivamenteconle espressioni

c(x,y) = 4x−5y+11, b(x,y) = 4x+4y−16, a(x,y) = 8x−y−41,
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si ottiene:
c(C) = c(5,−1) = 20+5+11> 0, c(P) = c(3,3) = 12−15+11> 0,
b(B) = b(6,7) = 24+28−16> 0, b(P) = b(3,3) = 12+12−16> 0,
a(A) = a(1,3) = 8−3−41< 0, a(P) = a(3,3) = 24−3−41< 0.
Il puntoP = (3,3) risultaquindi internoal triangoloABC.

4.2.6 La proposizione“la curva γ (oppureil “luogo geometricoγ”) è rappresentatadalla
equazionef (x,y) = 0” significa che γ è l’insieme di tutti e soli i punti le cui coordinate
soddisfanol’equazionef (x,y) = 0. In questosensopuò ancheaccaderecheγ noncontenga
punti,oppurechesiacompostadaunsolopunto.
Nella famiglia F si trova unaretta(pera = 0) e un punto(il punto(0,0) pera = −1). Per
ogni altro valoredi a i luoghi geometriciappartenentialla famigliaF sonole circonferenze
di equazione

x2 +y2 +(1+
1
a

)x+(1+
1
a

)y = 0.

Al variaredi a (a 6= 0, a 6= −1) essehannocentronel punto(−a+1
2a ,−

a+1
2a ) e raggiodi lun-

ghezzar =
∣∣√2

2
a+1

a

∣∣. Il luogo dei centri di F è dunquecontenutonella rettadi equazione
y = x. Da tale rettava esclusoil punto(−1

2,−
1
2) chenon è centrodi alcunacirconferenza

della famigliaF (conabusodi linguaggiosi potrebbeanchedire chela circonferenzadi F
aventecentronelpunto(−1

2,−
1
2) corrispondeal valore“infinito” delparametroa).

Perogni valorerealepositivo r, le circonferenzedi F chehannoraggiodi lunghezzar, sono

dunquequelledi centro(r
√

2
2 , r

√
2

2 ) e (−r
√

2
2 ,−r

√
2

2 ). Perogni valoredi r 6=
√

2
2 si trovano

quindi in F duecirconferenzedistinte;perr =
√

2
2 si hainvecel’unica circonferenzadi centro

(1
2,

1
2).

4.2.7Peril significatodellaespressione“equazionedi un luogodi punti” si vedaquantogià
dettonellarispostaal Quesito4.2.6.
Le equazioniproposterappresentano,rispettivamente,i seguentiluoghi:

a) unacirconferenza(centro(0,0), raggio1);

b) un punto((0,0));

c) nessunpunto;

d) unaretta(x+y = 0);

e) unpunto((0,0));

f) duerette(y = x, y =−x);

g) unpunto((−1,−1));
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h) duepunti ((1,0), (−1,0)).

4.2.8

a) falsa;vedi (4.2.7,b);

b) falsa;vedi (4.2.7,d);

c) falsa;x2 +2y2 = 1 nonèunacirconferenza;

d) falsa;vedi (4.2.7,c),oppure(4.2.7,g).

Dunquenessunadelleproposizionipropostèevera.
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Tema5
Successionie funzioni numeriche

5.1 Quesiti di livello base

5.1.1Dati duenumeripositivi a eb, èpiù grandela loro mediaaritmeticaa+b
2 o la loro media

geometrica
√

ab?

5.1.2Una progressionea1,a2,a3, . . . ,an, . . . si dice aritmeticaquandola differenzatra due
termini consecutivi an+1, an è indipendentedan.

Dimostrarecheil terminegeneralean di unaprogressionearitmeticasi presentasempre
nellaformaan = b(n−1) +c (peropportunivalori dellecostantib ec).

5.1.3Una progressionea1,a2,a3, . . . (con an 6= 0 per ogni n) si dice geometricaquandoil
rapportotraduetermini consecutivi è costante.

Dimostrarecheil terminegeneralean di unaprogressionegeometricasi presentasempre
nellaformaan = c·bn−1 (peropportunivalori dellecostantib ec).

5.1.4Sonodati un angoloα di π2 radiantie un angoloβ di 539 gradi. Verificarechesono
entrambimaggiori di un angologiro e minori di due angoli giro. Dire quali dei due è il
maggiore.Dire inoltreseèpiù grandeil senodi α o il senodi β.

5.1.5 Il numero1+
√

2 è razionale?Sommando,moltiplicandoe dividendonumeri della
formax+y

√
2 (conx ey razionali),si ottengonosemprenumeridellostessotipo?

5.1.6Duranteunbreveviaggioin treno,si fannole seguentiosservazioni.
Al segnaledi partenza,il trenocominciaa muoversiedaumentadi velocit̀a percircatre

minuti. Poi proseguea velocit̀a approssimativamentecostanteper circa cinqueminuti. A
questopunto inizia a rallentaree dopodueminuti giungead unastazione,dove rimanein
sostaperun minuto.

Quindi il trenoriparte,ed impiega questavolta quattrominuti per raggiungereunave-
locità costante,cherisulta ora un po’ più elevatachein precedenza.Viaggiacos̀ı per sette
minuti e infine compieunafrenata,cherichiedequestavolta tre minuti, perarrestarsinella
stazionedi destinazione.

Si chiededi rappresentarequesteosservazioni per mezzodi un grafico, riportandoin
ascissail tempoe in ordinatala velocit̀a. Si tengapresentechela rappresentazionegraficadi
un eventononpuò in nessuncasoessereeffettuataconesattezzaassoluta:essasar̀a necessa-
riamenteapprossimativae sar̀a tantopiù precisaquantomaggiorèe la quantit̀ae l’accuratez-
zadei dati a disposizione.Quellochevienerichiestoin questoesercizioè semplicementeil
disegnodi un graficocherisulti coerenteconle informazionifornite.
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Figura9.

5.1.7 Nella Figura 9 sonorappresentatedelle relazioni tra numeri reali. Quali di queste
possonoessereinterpretatecomegrafici di funzioniy = f (x)?

5.2 Quesiti cherichiedono maggioreattenzione

5.2.1Si considerila successionean = 3n−1, n = 1,2,3, . . .. Verificarechesi trattadi una
progressionearitmeticaecalcolarela sommadei primi 10 termini.

5.2.2Si considerila successionean = 2 · 5n, n = 1,2,3, . . .. Verificarechesi trattadi una
progressionegeometrica.Quindi calcolareil prodottodei primi suoi 4 termini e la somma
deiprimi 5.

5.2.3Un ciclistainizia un periododi allenamentopercorrendo10 km il primo giorno,15 km
il secondogiorno,20 km il terzogiornoecos̀ı via aumentandodi 5 km ognigiorno.

Quantichilometrihapercorsocomplessivamentedopo30giorni di allenamento?
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5.2.4Secondoun anticoaneddotoorientale,un uomocheaveva resoun importanteservi-
gio all’imperatoredella Cina chiese,comericompensa,tanti chicchi di granoquantisene
potevanometteresu unascacchieranella manieraseguente:un chiccosulla prima casella,
duechicchi sulla seconda,quattrochicchi sulla terza,otto chicchi sulla quarta,e cos̀ı via
raddoppiandoogni volta.

Sapendocheunascacchieràe compostada 64 caselle,quantichicchi di granodovette
darel’imperatoreaquell’uomo?

5.2.5 Quantecifre sononecessarieper scrivere il numero264 nell’usualebase10? (Per
rispondere,può essereutile saperechelog102 = 00,30103...)

5.2.6Dire seè più grandeil senodi un angolodi un radianteoppureil senodi un angolodi
dueradianti.

5.2.7Dimostrareche

sen(α +β)≤ senα +senβ

qualunquesianoα,β∈ [0,π/2]. Mostrareanchechein qualchecasovalel’uguaglianza.

5.2.8Descrivereperscritto le caratteristichedellefunzioni corrispondentiai grafici mostrati
nellaFigura10.
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Figura10.

Discuterein particolarela monotonia(crescenza,decrescenza)e l’esistenzadi punti di
massimoo di minimo relativi eassoluti.

Questigrafici corrispondonoalle tre espressioninumeriche

y = x4−x2 , y =
1

1+x2 , y =
1
x

Associareadognigraficol’espressionepiù appropriata.

5.2.9 Nella Figura 11 sonodisegnati i grafici di tre funzioni biettive e delle loro inverse.
Sonoinoltre disegnati i grafici di duefunzioni noninvertibili e il graficodi unafunzioneche
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coincidecon la suainversa.Individuarele duefunzioni non invertibili, quellachecoincide
conla suainversae le coppiedi funzioni l’una inversadell’altra.
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Figura11.

5.2.10NellaFigura12 è riportatoil graficodi unafunzioney = f (x).
LaFigura13rappresentainvecei graficidellefunzioni f (|x|), | f (x)|, | f (|x|)|, f (−x), f (x+

1), f (x−1), f (2x), f (x/2),− f (x).
Dire qualegraficocorrispondeaqualefunzione.

5.3 Rispostecommentate

5.1.1È più grandela mediaaritmetica.Pervederlo,osserviamochela disuguaglianza
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a) a+b
2 ≥

√
ab è equivalentealla

b) a+b≥ 2
√

ab, la qualeèequivalentealla

c) (a+b)2≥ 4ab, la qualeèequivalentealla

d) a2 +2ab+b2≥ 4ab, la qualeèequivalentealla

e)a2−2ab+b2≥ 0, la qualeè infine equivalentealla

f) (a−b)2≥ 0

cheè ovviamentesemprevera.Questipassaggimostranochela mediaaritmeticae la media
geometricasonougualisolosei duenumericoincidono.Osserviamoanchecheil passaggio
dab) ac) è correttoin quantoentrambii membrisonopositivi.

5.1.2 Indichiamocon b la differenzacostantedi due termini consecutivi an+1 e an della
successione.Si haallora

(∗) an+1 = an +b

perognin = 1,2,3, . . .. Quest’ultimapuò essereinterpretatacomeunaformularicorrenteche
forniscei terminidellasuccessione,unavoltachesianotoil valoredi a1. Postoalloraa1 = c
eapplicandosuccessivamentela (∗), si ottienefacilmentean = c+(n−1)b.

Datoun interopositivo N, la sommadei primi N termini di unaprogressionearitmetica
si può calcolaremediantela formula

a1 + . . .+aN =
N[b(N−1) +2c]

2
.

I calcolieseguiti nellarisoluzionedelQuesito1.2.1sonoparticolariapplicazionidi questa
formula.
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Figura13.

5.1.3Lo svolgimentoè analogoa quellodel Quesito5.1.2. Postob = an+1/an, si vedeche
i termini dellasuccessionesonogeneratidalla formularicorsiva an+1 = b ·an, unavolta che
sianotoil valoredi a1 = c. Di qui si ricava la formulaesplicitaan+1 = c·bn.

Fissatoun interopositivo N, il prodottodei primi N termini di unaprogressionegeome-
tricasi può calcolaremediantela formula

a1 · . . . ·aN = cN ·b
N(N−1)

2 .

Perla sommadeiprimi N terminidi unaprogressionegeometricasi hainvecela formula

a1 + . . .+aN = c· b
N−1
b−1

.

5.1.4Perconfrontaretra loro angolidati convienein generalericondurli alla stessaunità di
misuraapplicandola notaformula
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misurain radianti =
π

180
misurain gradi.

Tuttavia in questocasoè sufficienteosservareche,essendo3< π< 4, si ha

3π< π2 < 4π eche 539= 540−1 = 180·3−1 .

Un angolodi π2 radiantiè quindi un po’ più grandedi tre angolipiatti, mentreunangolo
di 539gradiè un po’ più piccolo.

Perquantoriguardail valoredel seno,convieneragionarein modogeometrico.Facendo
coincidereun lato di ciascunangolocon l’assepositivo delle x, l’altro lato vienea cadere
nel secondoquadrantenel casodell’angoloβ enel terzoquadrantenel casodell’angoloα. Il
senodi β risultadunquepositivo, mentreil senodi α risultanegativo. In questocaso,è cioè
l’angolominoreadavereil senomaggiore.

5.1.5Se1+
√

2 fosseugualeadunnumerorazionalem/n, si dovrebbeavereanche

√
2 =

m
n
−1 .

Di conseguenza,
√

2 sarebberazionaleed è ben noto che questoè falso. Per il resto
osserviamoche

(x+y
√

2) +(u+v
√

2) = (x+u) +(y+v)
√

2

e

(x+y
√

2) · (u+v
√

2) = xu+xv
√

2+yu
√

2+2vy= (xu+2vy) +(xv+yu)
√

2 .

Infine,postocheu ev nonsianoentrambinulli,

(x+y
√

2)
(u+v

√
2)

=
(x+y

√
2) · (u−v

√
2)

(u+v
√

2) · (u−v
√

2)
=

(xu−2vy)
u2−2v2 +

(−xv+yu)
u2−2v2

√
2 .

Questipassaggimostranochesex e y sonorazionali,sommando,moltiplicandoo divi-
dendonumeridella forma x+ y

√
2 si ottengonoeffettivamentenumeridella stessaforma.

Nel casodelladivisione,osserviamocheè lecitomoltiplicarenumeratoreedenominatoreper

u−v
√

2. Infatti, u−v
√

2 = 0 seesoloseu = v = 0, il cheèstatoescluso,oppure
u
v

=
√

2 il

cheè impossibilein quantou ev sono,peripotesi,razionali.

5.1.6Sullabasedelleinformazionifornitedal testo,il graficodellaFigura14potrebbeessere
già abbastanzarappresentativo.

Tuttavia, unarappresentazioneun po’ più fedelealla realt̀a potrebbeesserefornita dal
graficodellaFigura15.
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5.1.7Nel disegno,abbiamoriportato,comed’uso,la variabileindipendentex in ascissae la
variabiledipendentey in ordinata.Unarelazionepuò alloraessereinterpretatacomegrafico
di unafunzionequandole retteverticali incontranoil graficoin nonpiù di unpunto.Dunque
(a), (c), (f) rappresentanofunzioni, le altre no. Si potrebbeaggiungereche(b) ed (e) rap-
presentanofunzioni sesi fosseriportatala variabileindipendentex sull’assedelleordinate,e
la variabiledipendentey sull’assedelleascisse;(d) invecenonrappresentail graficodi una
funzionein nessuncaso.

* * *

5.2.1 Consideriamodue termini genericiconsecutivi an+1 e an e verifichiamoche la loro
differenzaè costante.Si ottienein particolare,in questomodo,il valoredi b = 3(n+ 1)−
1− (3n−1) = 3. Inoltre, pern = 1, si ottienec = a1 = 2. Applicandola formularicordata
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Figura15.
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nellarispostaal Quesito5.1.2,il valoredellasommadei primi dieci termini risultaugualea
10
2 [3 ·9+2 ·2] = 31·5 = 155.

5.2.2 In questocasosi ha an+1/an = 5 e a1 = 10. Applicandole formule ricordatenella
rispostaal Quesito5.1.3,si ha poi rispettivamente156250000per il prodottoe 7810per la
somma.

5.2.3 È un’applicazionedi una formula già menzionatain precedenza.L’unica difficoltà
consistenel riconoscerechei chilometripercorsiogni giornocresconoin progressionearit-
metica,e nell’impostarecorrettamentei dati. Conle solitenotazioni,abbiamob = 5, c = 10
eN = 30. Dunqueil totaledei chilometriè 30

2 [5 ·29+2 ·10] = 2475.

5.2.4Anchein questocaso,si trattadi applicareunaformula già vista. Il totale è datoda
264−1.

5.2.5 Conoscereil numerodi cifre che compongonoun numeroequivale a “collocare” il
numerostessotra duesuccessive potenzedi 10, e serve ad avereun’ideadel suoordinedi
grandezza.Perquantoriguardail numero264 (checompariva nel quesito5.2.4)possiamo
osservareche

264 = (10N)64 = 1064N

dove si è postoN = log102. Poich́e, comesuggerito,N = 0,30103..., il nostronumeroè
all’incirca ugualea1019,26592edèquindi compresotra1019 e1020.

5.2.6Cerchiamoperprimacosadi arrivarealla rispostaconun ragionamentointuitivo. Ri-
cordandocheπ= 3,1415... > 3, si osserva chel’angolo di un radianteè minoredell’angolo
di π/3 radiantiechel’angolodi dueradiantièmaggioredell’angolodi π/3 radiantieminore
dell’angolodi 2π/3 radianti. Interpretandoil senocomela proiezionesull’assey dell’in-
tersezionetra la circonferenzaunitariae il lato di ciascunangolo,risulta allora chiaroche
sen2> sen1.

Procedendoin manierapiù rigorosa,si può applicarela formuladi duplicazionesen2 =
2sen1 ·cos1. Comegià osservato,l’angolo di un radianteè strettamenteminoredell’angolo
di π/3 radianti,percui cos1> 1

2. Si haallora

sen2> 2 · 1
2

sen1 = sen1 .

5.2.7L’eserciziofa riferimentoalla formuladi addizionedel seno

sen(α +β) = senα cosβ+cosα senβ .

Poich́egli angolidevonoesserecompresitrazeroeπ/2,siail senocheil cosenosononon
negativi. Inoltre,senoecosenosonosemprenonsuperioria1. Dunque,senα cosβ≤ senα e
cosα sinβ≤ senβ. In conclusione,si hasen(α +β)≤ senα +senβ.

58



L’uguaglianzacertamentenon vale seα e β sonoentrambidiversi da zero. In tal caso
infatti senα e senβ sonoanch’essidiversi da zero,mentrecosα e cosβ sonostrettamente
minori di 1. Peravereunesempioin cui sen(α +β) = senα cosβ+cosα senβ bisognaallora
prenderealmenounodeidueangoliα eβ ugualeazero.

5.2.8 Il primo graficoa sinistracorrispondead unafunzionecon un asintotoverticalenel-
l’origine. La funzioneè decrescentesia nell’intervallo (−∞,0) chenell’intervallo (0,+∞).
Tuttavia sarebbeerratodire chela funzioneè decrescentesututto il suodominio. Infatti, si
ha,peresempio,f (−1)< f (1) nonostanteche−1< 1. La funzionenonpresentanémassimi
né minimi, né relativi né assoluti.Questograficocorrispondeverosimilmentea quellodella
funzionenumericay = 1/x.

La secondafunzionepresentaun asintotoorizzontale. La funzionecresceper x< 0 e
decresceper x > 0. Si ha un massimo(assoluto)per x = 0. La funzionenon ha invece
minimi, nonostanteche la suaimmaginerisulti limitata. Tra quelle date,la funzioneche
meglio si adattaaquestograficoèy = 1/(1+x2).

La terzafunzionepresentaun massimo(relativo) e duepunti di minimo (entrambias-
soluti). Essaha un andamentoqualitativo simile a quello della funzione numericay =
x4−x2.

5.2.9 Una funzione è biettiva se e soltantose per ogni valore della variabile dipendente
y appartenenteall’insieme immaginedella funzione,esisteun unico valoredella variabile
indipendentex (appartenenteal dominiodi f ), talechey = f (x).

Supponiamodi aver disegnatoil graficodi unafunzionebiettiva y = f (x) in un riferi-
mentocartesiano,in cui la variabile indipendentex sia riportata,comed’uso, in ascissae
la variabiledipendentey in ordinata. Possiamodisegnareil graficodi unanuova funzione
y = g(x) sullo stessoriferimentocartesianonel modoseguente.Si prendeun numeroa ap-
partenenteall’immaginedi f e si risalea quell’unico valoreb per cui f (b) = a. Quindi si
poneb = g(a). La funzioney = g(x) si dice l’inversadi f . Percostruzione,il dominio di
g coincidecon l’immaginedi f . Sottolineiamochequestacostruzionehasensosolose f è
biettiva. Perquestaragione,unafunzionebiettivasi diceancheinvertibile. Osserviamoanche
chese f è invertibileeg è la suainversa,alloraancheg è invertibilee l’inversadi g è f .

Sia y = f (x) una funzioneinvertibile, e sia y = g(x) la suafunzioneinversa. In base
alla definizione,sea appartieneal dominio di f si deve averea = f (g(a)). In altreparole,
se (a,b) è un punto appartenenteal grafico di g, allora (b,a) deve appartenereal grafico
di f , e viceversa. Da un puntodi vista geometrico,duepunti del pianocartesianohanno
le coordinate“scambiate”quandosonosimmetrici rispettoalla bisettricedel primo e terzo
quadrante.

In basea queseconsiderazioni,̀e allorafacilevederechele funzioni noninvertibili sono
la (g) e la (h). La funzionechecoincideconla propriainversaè la (c) (il suograficoè infatti
simmetricorispettoalla bisettricedel primo e terzoquadrante).Le coppiedi funzioni l’una
inversadell’altrasono(a)ed(e), (b) e (i), (d) ed(f).
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5.2.10Nell’ordine, i grafici richiestisono:(d), (a), (h), (b), (f), (i), (c), (g), (e).
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CAPITOLO III

Testdi autovalutazione
Il testchesi trova nelleprossimepagineè compostoda30 domandea frontedi ciascuna

dellequali sonopropostecinquerisposte,di cui solounaè corretta.Si dovrà rispondereal
testponendounacrocesullarispostaritenutacorretta.
Il tempomassimoa disposizioneper leggeree risponderea tutte le domandèe di dueore.
C’è tutto il tempoper rispondereconcalma.E’ permessol’uso di libri o di appunti.Non è
permessol’uso di strumentidi calcolo.
Solo dopoaver rispostoa tutte le domande,si possonoconfrontarele proprierispostecon
quellescrittenellatabellapostanellapaginasuccessivaal test.
Sela rispostaadunadomandàe sbagliata,si consigliadi ripetereil ragionamento,cercando
di individuaredasoli l’errorecommesso,primadi leggerela spiegazionefornita.
Non tutte le domandesonodi pari difficoltà e, per tale motivo, per ciascunadi esseviene
fornitaunavalutazionedelgradodi difficoltà.
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Testdi autovalutazione

1. Eseguendola divisioneconrestodi 3437per225si ottiene:
A. 16comequozientee163comeresto
B. 32 comequozientee163comeresto
C. 15comequozientee163comeresto
D. 16comequozientee62 comeresto
E. nessunadellerisposteprecedentìeesatta.

2. Il massimocomundivisoredi 228e444è:
A. 34
B. 75
C. 12
D. 6
E. nessunadellerisposteprecedentìeesatta.

3. Tutti i numeriinteri positivi minori di 30 chesonomultipli siadi 4 chedi 6 sono:
A. 4,6,8,12,16,18,20,24,28
B. 8,16,24
C. 24
D. 4,6,8,16,18,20,28
E. nessunadellerisposteprecedentìeesatta.

4. Seil prodottodi settenumeriinteri è negativo, allorasi può esseresicuri chesi ha:
A. tutti i numerisononegativi
B. unoènegativo egli altri sonopositivi
C. tresononegativi egli altri sonopositivi
D. cinquesononegativi egli altri sonopositivi
E. nessunadellerisposteprecedentìeesatta.

5. Sea è un numeronegativo, allorail numero−a+3 è:
A. semprepositivo
B. positivo solosea<−3
C. positivo solosea> 3
D. positivo solosea>−3
E. nessunadellerisposteprecedentìeesatta.
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6. La soluzionedell’equazionelog2(log3 x) = 3 è
A. x = 3
B. x = 34

C. x = 36

D. x = 38

E. nessunadellerisposteprecedentìeesatta.

7. Il numero
√

0,9 èugualea:
A. 0,3
B. 0,81
C. unnumerocompresotra 0,81e0,9
D. unnumerocompresotra 0,9e1
E. nessunadellerisposteprecedentìeesatta.

8. PostoK = 98075/12783456,risulta:
A. 10−2 < K < 10−1

B. 10−3 < K < 10−2

C. 10−4 < K < 10−3

D. 10−5 < K < 10−4

E. nessunadellerisposteprecedentìeesatta.

9. A quantimetri cubi corrispondono700cm3?
A. 7 ·104 m3

B. 7 ·10−4 m3

C. 0,7 m3

D. 7 m3

E. nessunadellerisposteprecedentìeesatta.

10. Si stimacheattualmentela popolazionemondialeaumentidell’1,7%ognianno.Indicata
conP la popolazionemondialeattuale,econQ la popolazionemondialestimatatraunanno,
il legametra P eQ è espressoda:

A. Q = 1,0017P
B. Q = 1,017P
C. Q = 1,17P
D. Q = 1,7P
E. nessunadellerisposteprecedentìeesatta.
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11. Datoa> 0, la disequazione
√

a< a è verificata:
A. perognia
B. solopera> 1
C. solopera< 1
D. solopera> 1

2
E. nessunadellerisposteprecedentìeesatta.

12. La doppiadisequazione4< x2 < 9 è verificata:
A. soloper±2< x<±3
B. soloper2< x< 3
C. soloper−2< x< 3
D. soloper−3< x< 3
E. nessunadellerisposteprecedentìeesatta.

13. La disequazione
x2−1

x
> 0

è verificata:
A. perognix 6= 0
B. soloperx> 1
C. soloperx<−1
D. soloperx<−1 eperx> 1
E. nessunadellerisposteprecedentìeesatta.

14. Il primo scattodi unaqualsiasitelefonataavvieneal momentodella risposta.Gli scatti
successivi di una telefonataurbanasi hannocon un intervallo di 3′40′′ in tariffa ordinaria
mentrein tariffa seralel’intervallo tra gli scattiè di 6′40′′. Il costodi ogni scattoè 127Lire.
Pertantoil costodi unatelefonataurbanadi 5′ è di 254Lire sefattain tariffa ordinariae di
127Lire sefattain tariffaserale.Il costodi unatelefonataurbanadi 10′ è di:

A. 508Lire in tariffa ordinariae254Lire in tariffaserale
B. 381Lire in tariffaordinariae190,5Lire in tariffaserale
C. 381Lire in tariffa ordinariae254lire in tariffaserale
D. 391Lire in tariffa ordinariae254in tariffa serale
E. nessunadellerisposteprecedentìeesatta.
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15. Il costodel noleggio di unaautomobileè datodaunaquotafissapari a 50.000lire, più
20.000perogni giornodi noleggio,più 100lire perogni chilometropercorso.Il clienteche
noleggial’automobilepertre giorni percorrendo350chilometripaga:

A. 145.000Lire
B. 70100Lire
C. 113.500Lire
D. 460.000Lire
E. nessunadellerisposteprecedentìeesatta.

16. Vienechiestoadunbambinobendatodi estrarreduebiglie daunsacchettoin cui vi sono
10biglie bianchee10biglie nere.La probabilit̀a cheil bambinoestraggaduebiglie nereè:

A. 1/4
B. 56/38
C. 9/38
D. 9/20
E. nessunadellerisposteprecedentìeesatta.

17. La frase“non è verochetutti gli scolarisonodiligenti” è equivalentealla frase:
A. “tutti gli scolarinonsonodiligenti”
B. “almenounoscolarononèdiligente”
C. “nessunoscolaroèdiligente”
D. “almenounoscolaroèdiligente”
E. nessunadellerisposteprecedentìeesatta.

18. L’equazionesin2x = 2sinx è verificata:
A. perognix
B. soloperx = 2kπconk numerointeroqualsiasi
C. soloperx = kπconk numerointeroqualsiasi
D. pernessunx
E. nessunadellerisposteprecedentìeesatta.

19. Un triangoloABC ha gli angoli in B e in C di 30◦ e duelati di 40 cm. La suaaltezza
relativaal latoBC è ugualea:

A. 10
√

3 cm
B. 20 cm
C. 20

√
3/3 cm

D. 80cm
E. nessunadellerisposteprecedentìeesatta.
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20. Sonodati in un pianodue triangoli equilatericongruenti. Le isometriedel pianoche
portanoil primo triangoloasovrapporsial secondosonoin numerodi:

A. 1
B. 2
C. 3
D. 6
E. nessunadellerisposteprecedentìeesatta.

21. Datoun sistemadi riferimentocartesiano(ortogonalemonometrico)in un piano,le rette
parallelealla rettar : y = x eaventi distanzadar ugualea1 hannocomeequazioni:

A. y = x+1 ey = x−1
B. y = x+

√
2/2 ey = x−

√
2/2

C. y = x+
√

2 ey = x−
√

2
D. y = x+1/2 ey = x−1/2
E. nessunadellerisposteprecedentìeesatta.

22. Datoun sistemadi riferimentocartesiano(ortogonalemonometrico)in un piano,l’insie-
medei puntiP = (1+ t2,1+ t2), ottenutoal variaredi t nei reali, è:

A. unaparabola
B. unaretta
C. unasemiretta
D. unacirconferenza
E. nessunadellerisposteprecedentìeesatta.

23. Datoun sistemadi riferimentocartesiano(ortogonalemonometrico)in un piano,l’insie-
medei puntiP = (x,y) verificanti l’equazionex2−2y2 = 0 è:

A. l’origine del sistemadi riferimento
B. unaretta
C. unacoppiadi retteaventi unpuntoin comune
D. un’ellisse
E. nessunadellerisposteprecedentìeesatta.

24. Ognidiagonaledi uncubodi lato1 m misura:
A.
√

2 m
B.
√

3 m
C. 3
√

3 m
D. 3
√

2 m
E. nessunadellerisposteprecedentìeesatta.
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25. Duepianiα eβ sonotra loro perpendicolariseesolose:
A. unarettadi α è perpendicolareadunarettadi β
B. ogni rettadi α è perpendicolareadogni rettadi β
C. la rettadi intersezionedeiduepiani è perpendicolarea tuttele rettedi α eβ
D. ognipianointersecai pianiα eβ in duerettetra loro perpendicolari
E. nessunadellerisposteprecedentìeesatta.

26. Il luogodei punti dellospazioequidistantidaduepunti distinti è:
A. unaretta
B. duesfere
C. unacirconferenza
D. unpiano
E. nessunadellerisposteprecedentìeesatta.

27. Dati duepunti A e B distantitra loro 5 cm, l’insiemedei puntiC dello spaziotali cheil
triangoloABC siarettangoloin A edabbiaareaugualea1 cm2 è:

A. l’insiemevuoto
B. duepunti
C. unacirconferenza
D. unasfera
E. nessunadellerisposteprecedentìeesatta.

28. Ricordiamoche la sommadei primi n numeri interi positivi è
1
2

n(n+ 1). Quindi la

sommadei primi 100numeriinteri positivi multipli di 3 eugualea:
A. 15150
B. 5050
C. 300
D. 14850
E. nessunadellerisposteprecedentìeesatta.
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29. La successionean è definitadallaformularicorsiva a1 = 10

an+1 =
1
an

Il terminea93 è ugualea:

A.
1

1093

B. 1093

C. 10

D.
1
10

E. nessunadellerisposteprecedentìeesatta.

30. NellaFigura16sonorappresentatiduegraficidi funzioni.

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

Figura16.

Unodi essirappresentail graficodi y = f (x). L’altro rappresentail graficodi:
A. y = f (−x)
B. y =− f (x)
C. y =− f (−x)
D. y = f−1(x)
E. nessunadellerisposteprecedentìeesatta.
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Tabelladellerisposteesatte

1 E 16 C
2 C 17 B
3 E 18 C
4 E 19 B
5 A 20 D
6 D 21 C
7 D 22 C
8 B 23 C
9 B 24 B

10 B 25 E
11 B 26 D
12 E 27 C
13 E 28 A
14 C 29 C
15 A 30 B
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Soluzioni

1. Rispostaesatta:E.
Possiamofarei conti a mente.Abbiamoinfatti: 225·10= 2250e 2250/2 = 1125.Pertanto
225·15= 2250+ 1125= 3375.D’altronde3437−3375= 62. Il quozientèe quindi 15 con
resto62.
Se fossestatopermessol’uso della calcolatrice,si sarebbepotuto arrivare allo stessori-
sultatousandoil seguentealgoritmo. Dividendo3375 per 225, si ottiene15, . . .. Inoltre
225·15= 3375. Infine 3437−3375= 62. Ma si sarebbeforseimpiegatopiù tempousando
unacalcolatricechefacendoi calcoli amente.
Si sarebbepotutoevitaredi farei calcoli andandoperesclusione.
Le risposteA,B eC si escludonoperch́e il restononpuò averecomeultimacifra 3 poich́eun
multiplo di 225hacomeultima cifra o 0 o 5. Rimanela rispostaD: il prodottodi 225per16
hacomeultima cifra 0 (6×5 = 30); allora il restodeve averecomeultima cifra 7, e quindi
nonpuò essere62.
Commento. Le divisioni con restosonostateinseritenel tema1. La domandapropostaè
analoga al primo quesitodi livello basedel tema1. Il nonaver datola rispostaesattafa per-
tantoscattareun campanellod’allarme. Non si ha ancoraunapadronanzadell’argomento?
La ristrettezzadi tempoha causatoun errorenei calcoli? In ambeduei casisi consigliadi
correrevelocementeai ripari.

2. Rispostaesatta:C.
Fattorizziamoambeduei numeri. Abbiamo228= 22 ·3 ·19 e 444= 22 ·3 ·37. Il massimo
comundivisoredi 228e444èquindi22 ·3 = 12.
La fattorizzazionedei due numeri richiedetempo. Avremmorisparmiatotempodetermi-
nandoi fattori del numerochesembrapiù facilmentefattorizzabilee controllandoquali tra
questisuoi fattori sonoal tempostessofattori del secondonumero. Si nota infatti che si
ha444= 4 ·111= 2 ·2 ·3 ·37. In alternativa si può usarel’algoritmo di Euclide. Abbiamo
444= 228+ 216,inoltre 228= 216+ 12. Pertanto12 è il massimocomundivisoredi 444e
228.
Commento. NotiamoanzituttochesarebbegravissimodarecomerispostaA o B. I duenu-
meri assegnati infatti sonoentrambidivisibili per2 e per3. Dunqueil loro massimocomun
divisoreè6 o unsuomultiplo.
La domandapropostàe analoga al quesitodi livello base1.1.8.Valeanchein questocasoil
commentofattoperla primadomanda.

3. Rispostaesatta:E.
I multipli di 4 e di 6 sonodati dai multipli di 12, minimo comunemultiplo di 4 e 6. Quelli
minori di 30sono12e24.
Commento. Nel tema1 è inseritol’argomentomassimocomundivisoree minimo comune
multiplo. ”Sapere”unconcettononsignificasolamentesapernedarela definizione.Significa
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anchesapereusaretale concetto. Chi ha dato la rispostaA ha consideratol’insieme dei
multipli di 4 e l’insieme dei multipli di 6. L’insiemedei multipli sia di 4 chedi 6 è dato
dall’intersezionedei dueinsiemi,nondall’unione.
Correrevelocementeai ripari senonsi è datala rispostaesatta.

4. Rispostaesatta:E.
Seil prodottodi 7 numeriènegativo alloradallaregoladeisegni seguecheunnumerodispari
di essisononegativi.
Commento. La rispostaA è errata.Seinfatti tutti i settenumerisononegativi, allora il loro
prodottoènegativo. Ma nonèveroil viceversa.Discorsoanalogovaleperle risposteB,C,D.
Molto probabilmentecolorochehannodatola rispostasbagliatahannoinvertito ipotesicon
tesi(o, dettoin altromodo,condizionenecessariaconcondizionesufficiente).

5. Rispostaesatta:A.
L’oppostodi unnumeronegativo èpositivo, sommandoadessounnumeropositivo si ottiene
unnumeropositivo.
Commento. Unaprobabilecausadi erroreè il pensareche−a, poich́e vi è il segno”meno”,
sianegativo. Erroreimperdonabile.Nonèassolutamenteammessorisponderein modoerrato
aquestadomanda.

6. Rispostaesatta:D.
Da log2(log3x) = 3 seguelog3x = 23 = 8 equindix = 38.
Commento. Perpoterrisponderea questadomandabisognaaver capitoin profondit̀a la de-
finizione di logaritmo. Percapirein profondit̀a unadefinizionenon è sufficienteimpararla
a memoria. Chi non ha saputodarela rispostaesattafacciaancoraun po’ di calcoli con i
logaritmi.

7. Rispostaesatta:D.
La rispostaA è sbagliata.Infatti 0,32 = 0,09. Erroreimperdonabileaver sceltola risposta
A. Anchela rispostaB è sbagliata.Infatti 0,812 = 0,6561< 0,9. Proprioquest’ultimaos-
servazioneci dice chesi ha 0,81<

√
0,9. Abbiamoa 0,92 = 0,81< 0,9. Pertanto,poich́e

ovviamente
√

0,9< 1, la rispostaesattàe la D.
Commento. Perrisponderea questadomandàe necessarioconoscerela definizionedi radice
quadrataepossedereunminimodi inventiva. Chi hadatola rispostasbagliatadeveal più pre-
stoporrerimedio. In particolaredeve rendersicontocheoccorrecapiremeglio le definizioni
(chemagari già conosce)ecapireancheil significatodei calcoli cheesegue.

8. Rispostaesatta:B.
Abbiamo98075= 9,8. . . ·104 e12783456= 1,2. . . ·107.
Poich́e1< 9,8...

1,2... < 10,abbiamo10−3 < K < 10−2.
Commento. Domandanon facile. Questoesercizioha lo scopodi verificarela padronanza
con le regoledellepotenze.Sonoregole importantichedevonoesserebeninteriorizzatein
modotaledapoterleutilizzareneipiù diversicontesti.

9. Rispostaesatta:B.
Abbiamo1 cm= 10−2 m. Pertanto1 cm3 = 10−6 m3. Segue:
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700cm3 = 7 ·102 ·10−6 m3 = 7 ·10−4 m3.
Commento. Questoesercizioha lo scopodi verificarela padronanzacon i fattori di conver-
sionetraunità di misuraeconle regoledellepotenze.

10. Rispostaesatta:B.
Si haQ = P+0,017P = 1,017P.
Commento. Errori sulla rappresentazionedei numerie sul calcolodi percentualinon sono
ammessi.

11. Rispostaesatta:B.
Poich́e 0 <

√
a, dividendoper

√
a amboi membri della disequazione

√
a < a otteniamo

1<
√

a. Seguea> 1.
Commento. Erroregrave aver rispostoA. Bastipensarea = 1. Si ha

√
a = 1 = a. Oppuresi

pensia = 1/4. In questocasosi ha
√

a = 1/2> 1/4 = a.
Chi nonè statoin gradodi darela rispostaesattadeveal piú prestoriguardarsila definizione
di radicequadrataconle relative implicazionie le disequazioni.In effetti lo avrebbedovuto
già fare:sonoargomentiinseriti alla finedel tema2.

12. Rispostaesatta:E.
Non dovrebberoessercidubbi. La doppiadisequazionèe verificataper−3< x< −2 e per
2< x< 3. L’affermazioneprecedentepuò essereequivocataperch́e l’uso della “e” nel lin-
guaggiocorrenteè ambiguo. Non intendiamoinfatti chele duecondizionisianoverificate
entrambecontemporaneamente.Perevitareambiguit̀asarebbepreferibilescriverela risposta
nellaforma{x :−3< x<−2}∪{x : 2< x< 3}.
Commento. Chi ha datounaqualsiasialtra rispostadeve rifletterecon molta attenzionesul
significatoe sull’uso del formalismorelativo alle disequazioni.Chi poi ha datola risposta
A hadatounarispostacompletamentepriva di senso.Si può anchesbagliaremanonsi può
assolutamentescriverequalcosachenonhasenso.Le risposteB,C eD hannosensomasono
sbagliate.Il numerox =−2,5 nonverificale condizioni2< x< 3 eppuresi ha4< x2 < 5. Il
numero−2,5 èquindiuncontroesempioalla rispostaB. Il numero0 èpoi un controesempio
siaalla rispostaC chealla rispostaD.

13. Rispostaesatta:E.
Poich́e x2−1 = (x+ 1)(x−1) la disequazionèe verificataogni qualvolta tra i fattori x−1 ,
x+ 1 e 1/x ve nesonoo unoo tre positivi. Pertantola disequazionèe verificataogni qual
voltasi ha−1< x< 0 oppureogniqualvoltasi hax> 1.
Commento. Si trattadi unasemplicedisequazionecon espressionifratte. L’argomentoe’
inseritonel Tema2. Chi ha datounarispostaerratadeve svolgeremolti esercizidi questo
tipo.

14. Rispostaesatta:C.
Il costodi unatelefonatadi n scattiè ugualea127·n Lire. Poich́e10minuti corrispondonoa
3 scattiin tariffaordinariaea2 scattiin tariffaserale,il costodellatelefonatàeugualea381
Lire in tariffaordinariae254Lire in tariffaserale.
Commento. Poich́e 10 è il doppiodi 5, in un primo momentovienein mentedi raddoppiare
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i costidellatelefonatadi 5 minuti. Bastaper̀o un minimo di attenzionepercapirechei costi
delletelefonatenonsonoproporzionalialle loro durate.

15. Rispostaesatta:A.
Il costodelnoleggioèugualea50.000+20.000·g+100·k Lire, doveg è il numerodi giorni
ek è il numerodi chilometri.Pertantoil clientepaga145.000Lire.
Commento. Domandafacile.Bastaporreun po’ d’attenzione.

16. Rispostaesatta:C.
Nel sacchettovi sonoall’inizio 20 biglie di cui 10 nere. Il bambinoha quindi probabilit̀a
10
20 = 1

2 di estrarreunaprima biglia nera. Una volta estrattala biglia nera,nel sacchettori-
mangono19 biglie di cui solo9 nere.La probabilit̀a di estrarreoraunabiglia neraè quindi

ugualea
9
19

. Pertantola probabilit̀a che il bambinoestragga due biglie nereè ugualea

1
2
· 9
19

=
9
38

.

Commento. Anchelo studenteal qualenonsonostati insegnati i primi rudimentidi probabi-
lit àdovrebbeesserein gradodi risponderecorrettamenteaquestadomandaancheseconuna
certadifficoltà. Lo studentecheconoscegià i rudimentidi probabilit̀a nondovrebbeinvece
incontrarealcunadifficoltà.

Ad ognimodola rispostaB sarebbestatagravementeerrata:infatti
56
38

> 1.

17. Rispostaesatta:B.
La rispostaA, comela rispostaC, èerrata.La presenzadi ancheunsoloscolaronondiligente
implicachenontutti gli scolarisonodiligenti.
Commento. Domandamolto facile.

18. Rispostaesatta:C.
Sappiamochesi hasin2x = 2sinxcosx perogni valoredi x.
L’equazionesin2x = 2sinx è equivalenteall’equazione2sinx(cosx−1) = 0.
Perla regoladi annullamentodelprodottole soluzionisonodatedallesoluzionidell’equazio-
nesinx= 0 ( chesonox= kπconk interoqualsiasi)edallesoluzionidell’equazionecosx= 1
(chesonox = 2kπconk interoqualsiasi).
Commento. Senonsi ha unabuonapadronanzadella trigonometriaè facile sbagliare.Ab-
biamoinseritol’argomento“trigonometria”nel Tema5. Anchechi nonhastudiatola trigo-
nometriaa scuoladeve assolutamentestudiarselapercontoproprio. Nei corsiuniversitarila
trigonometriavieneutilizzatasenzaspiegarla: non vi sarannoconcessierrori su esercizidi
questotipo.

19. Rispostaesatta:B.
Sappiamochein un triangolorettangolo,la misuradi uncatetoèugualeallamisuradell’ipo-
tenusaperil senodell’angoloadessoopposto.
La misurain centimetridell’altezzacercatàequindiugualea40·sin30◦ = 40/2.
Commento. Sempliceeserciziodi trigonometria.Chi hadatounarispostaerratanonhapa-
dronanzadei rudimentidi trigonometria.Deveporreimmediatamenterimedio.
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Notiamocheavremmopotutorisponderealla domandaanchesenzafareusodella trigono-
metriacon il seguenteragionamento.Poich́e gli angoli in B e C sonodi 30◦, l’angolo in A
è quindi di 120◦. Sia A′ il puntosimmetricodi A rispettoalla rettapassanteper B e C. Il
triangoloAA′B hagli angolidi 60◦ e quindi è equilatero.Percìo l’altezzain A del triangolo
ABC èmet̀adi AA′, quindidi AB, cioè 20cm.

20. Rispostaesatta:D.
SianoA,B,C i vertici di un triangoloe D,E,F i vertici del secondotriangolo. Scegliamo
l’immaginedel verticeA. Abbiamotre possibilit̀a: unaperogni verticedel triangoloDEF.
Dobbiamooradeciderel’immaginedel verticeB. Poich́e i duetriangoli equilaterisonocon-
gruenti,abbiamoduepossibilit̀a: unaperognunodei duevertici chenonsonoimmaginedel
verticeA. A questopuntol’immaginedel verticeC è fissata.Abbiamoquindi6 isometrie.

Ci si potrebbechiederedi chetipo sianole 6 isometrie. Si può innanzituttostudiareil
casoin cui i duetriangoli coincidano.In questocasoabbiamol’identità, le rotazioniintorno
al centro(checoincidecon l’incentro, il circocentro,il baricentroe l’ortocentro)di 120◦ e
240◦ e le simmetrierispettoai treassidel triangolo.In totaledunque,seiisometrie.

Consideriamoora il casoin cui i duetriangoli noncoincidano.Allora è notocheesiste
esattamenteunaisometriacheportauntriangoloassegnatoin unaltroadessocongruente.Le
sei isometriecercatesonodatedallesei isometriecheportanoil triangoloABC in sestesso,
composteconquell’unicaisometriacheportail triangoloABC nel triangoloDEF.

Commento. Domandanonfacile.Provareoraarispondereallastessadomandasostituen-
doi duetriangolicongruentiequilatericonduetriangolicongruentiisoscelimanonequilateri.
Considerareinfine il casodi duetriangoli congruentiscaleni.

21. Rispostaesatta:C.
Le retteparalleleallarettar hannoequazioney= x+a. Percalcolareil valoredelparametroa
scegliamoil puntoO = (0,0) dellarettar, e imponiamochela suadistanzadallarettacercata
siaugualea1. Otteniamo|a|/

√
2=1. Pertantole rettecercatehannoequazioni:y = x+

√
2 e

y = x−
√

2.
Commento. Domandanon difficile di geometriaanalitica. Notiamochesi può ottenerela
rispostafacendola figuraenotandochela diagonaledi unquadratodi lato1 èugualea

√
2.

22. Rispostaesatta:C.
Notiamochei punti P hannol’ascissaugualeall’ordinata. Inoltre l’ascissa(e quindi l’ordi-
nata)sonomaggiorio ugualia1. I puntiP sonoquindipuntidellasemirettaappartenentealla
rettay= x, aventeoriginenelpunto(1,1) econtenenteperesempioil punto(2,2). Viceversa,
ogni puntodi talesemirettàe puntodel tipo (1+ t2,1+ t2). Infatti un puntogenericodi tale
semirettahacoordinate(a,a) cona≥ 1. Si haquindi a = 1+ t2 ponendot =

√
a−1.

Commento. Molte volte l’apparenzainganna:i termini 1+ t2 possonotrarrein inganno.Chi
hadatola rispostaA si può consolarepensandochequestàe la rispostadi solito sceltadalla
maggioranzadegli studentiuniversitaridel primoanno.
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23. Rispostaesatta:C.
Si ha x2−2y2 = (x+

√
2y)(x−

√
2y). Dalla leggedi annullamentodel prodottosegueche

l’insiemedellesoluzionidell’equazionèedatodall’insiemedeipunti dellarettax+
√

2y = 0
e dall’insiemedei punti della rettax−

√
2y = 0. Si trattadi duerettechesi incontranonel

punto(0,0).
Commento.La domandanon è facilepercoloroche,e sonola maggioranza,nonsonoabi-
tuati a maneggiareequazioniin più variabili. Un po’ di attenzionepermetteper̀o di risolvere
problemimai affrontati in precedenza.Nei corsiuniversitarivengonospessoassegnatipro-
blemiche,sebbenenontrattati in precedenza,possonoessererisolti conunpo’ di attenzione
e inventiva.

24. Rispostaesatta:B.
Si consideriunadiagonaledi una facciadel cubo. Essamisura

√
2. Si applichi quindi il

teoremadi Pitagoraadun triangolorettangoloaventepercatetiunadiagonaledi unafaccia
del cuboeun latodel cuboeperipotenusaunadiagonaledel cubo.
Commento. Sebbenela geometriadello spaziosiaspessotrascuratanellescuolesecondarie
superiori,questadomandanonèmoltodifficile.

25. Rispostaesatta:E.
Commento. Tra gli argomentiinseriti nel Tema4 (geometria)vi è tra l’altro la perpendico-
larità tra duepiani. Consigliamoquindi di prendereun qualsiasitestoe andarea cercarela
definizionedi perpendicolarit̀a tra duepiani. Chi nonhasaputodarela rispostaesattadeve
rivedereconcuraquestoe gli altri argomentidi geometriadello spazioindicati nel Tema4.
Quasitutti i corsiuniversitariconsideranonoti questiargomenti.

26. Rispostaesatta:D.
Il luogodeipuntiequidistantidaduepuntidistinti A eB èdatodalpianopassanteperil punto
mediodi A eB perpendicolarealla rettapassanteperA eB.
Commento. Perrisponderea questadomandàe necessarioavereunadiscretavisionedello
spazio.

27. Rispostaesatta:C.
Affinché i triangoli ABC sianorettangoliin A, i puntiC devonoappartenereal pianoπ pas-
santeper A perpendicolarealla rettaAB. Affinchè l’area del triangolosia ugualea 1 cm2 i
punti devonoappartenerealla circonferenzacontenutain πdi centroA e raggiougualea 2/5
cm.
Commento. Domandaassolutamentenon facile. Perrisponderead essaè necessarioavere
unavisionedellospaziomoltobuona.

28. Rispostaesatta:A.
Abbiamo:

3+6+9+ . . .+297+300= 3(1+2+3+ . . .+99+100) = 3 · 1
2

100·101= 15150.

Commento. La domandanonè difficile sesonostatianalizzaticoncurai quesitie le relative
soluzioniassegnatinel secondocapitolo.Avetepresoalla leggerail secondocapitolo?Male.
Riguardateloconcuraepoi provatea rifaretutto il test.
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29. Rispostaesatta:C.

Abbiamoa1 = 10, a2 =
1
a1

=
1
10
, a3 =

1
a2

=
1
1
10

= 10, . . ..

I termini di indicepari sonougualia
1
10

equelli di indicedisparisonougualia10.

Commento. Domandanonmoltodifficile purdi averbencompresoil significatodellaformula
ricorsiva.

30. Rispostaesatta:B.
I duegrafici sonosimmetricirispettoall’assedellex.
Commento. La domandanonèdifficile. E’ simile al Quesito5.2.10.
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