Esercizio 5.1

Si ha e'.e = e' perchè e è il neutro, ma si ha anche e'.e = e. Quindi e = e'.

Da x.y = e segue x-1.(x.y) = x-1.e = x-1. Ma x-1.(x.y) = (x-1.x).y per associatività, e inoltre (x-1.x).y = e.y = y. Quindi x-1 = y

Esercizio 5.6

Se card(G) = 1 è tutto chiaro (G = {} con . = ).

Se card(G) = 2 uno dei due elementi è il neutro, , e sia x l'altro elemento: G = {, x}. Siccome x. = x, il simmetrico di x non può essere che x stesso. Quindi x.x = . La tabella è:
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Rimane da verificare che questa tabella definisce effettivamente una legge di gruppo su G. Questa verifica è facile, e anche inutile per quelli che hanno fatto l'esercizio 5.5: infatti tutti i gruppi con due elementi hanno la stessa tabella, quindi sono isomorfi, e quindi basta vedere se esiste un gruppo con due elementi. Si può considerare (Z/2Z, +).

Sia adesso card(G) = 3, G = {, x, y}. Consideriamo il prodotto y.x:

Se y.x = x, allora (y.x).x-1 = x.x-1 = ; quindi  = (y.x).x-1 = y.(x.x-1) = y, ma questo è assurdo.

Se y.x = y, alloray-1.(y.x) = y-1.y; e questo implica x = , assurdo. Quindi l'unica possibilità è y.x = . Ossia x = y-1 e y = x-1. Inoltre x.y = . Rimangono da determinare x.x, y.y.

Da y.x =  segue y.x2 = x. Se x2 =  allora y = x, assurdo. Se x2 = x allora  = y.x = y.x2 = x, assurdo. Se x2 = y allora y2 = x. Pertanto l'unica possibilità per la tabella è:
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Come prima si conclude che tutti i gruppi con tre elementi hanno la stessa tabella e sono isomorfi a (Z/3Z, +). In particolare osserviamo che tutti i gruppi con al più 3 elementi sono commutativi

Osservazione:  si può procedere più velocemente osservando che se G è un gruppo allora x inG l'applicazione (o meglio il morfismo di gruppi) mx: G  G: y x.y è biiettiva. Infatti mx è iniettiva perchè x.y = x.z implica y = z, ed è suriettiva perchè z = x.(x-1.z). Questo significa che ogni elemento di G deve trovarsi una e una sola volta in ogni riga e ogni colonna della tabella

Esercizio 5.12

Se G è abeliano si verifica facilmente che f: G  G: x  x2 è un morfismo.

Viceversa supponiamo che f sia un morfismo e mostriamo che G è abeliano. 

Abbiamo xy = (y-1x-1)-1. Quindi f(xy) = f((y-1x-1)-1) = [f(y-1x-1)]-1= [f(y-1)f(x-1)]-1 = 

[(y-1y-1)(x-1x-1)]-1 = xxyy. D'altra parte f(xy) = xyxy. In conclusione xxyy = xyxy. Siccome in un gruppo si può cancellare (componendo con i simmetrici), otteniamo xy = yx.

Esercizio 5.13

(i) Se f è un morfismo allora f(x-1.y-1) = f(x-1).f(y-1). Abbiamo f(x-1.y-1) = (x-1.y-1)-1 = y.x; mentre f(x-1).f(y-1) = (x-1)-1.(y-1)-1 = x.y. Quindi y.x = x.y e G è abeliano.

Supponiamo G abeliano. Abbiamo: f(x.y) = (x.y)-1 = y-1.x-1 = x-1.y-1 (perchè G è abeliano), ma x-1.y-1 = f(x).f(y). Quindi f è un morfismo di gruppi.

(ii) Chiaro perchè f ° f = IdG
