Esercizio 9.8

Facciamo direttamente il caso generale.

Se f: E --> E: v --> v è un'omotetia, allora chiaramente f commuta con ogni endomorfismo g (g(f(v)) = g(v) = g(v) = f(g(v))). Mostriamo che le omotetie sono gli unici endomorfismi che commutano con ogni altro endomorfismo.

Sia f un endomorfismo tale che esista un vettore x con f(x) = v, x e v linearmente indipendenti. Possiamo completare x, v a una base di E. Siccome un endomorfismo è definito dai suoi valori su i vettori di una base, esiste un endomorfismo g tale che g(v) = g(x) = x. Abbiamo g(f(x)) = g(v) = x, mentre f(g(x)) = f(x) = v, quindi f e g non commutano.

Quindi una condizione necessaria affinchè  f commuti con ogni altro endomorfismo è: per ogni vettore x in E, x e f(x) sono linearmente dipendenti. Mostriamo che questa condizione implica che f è un'omotetia.

Sia e1, e2, ..., en una base di E. Per ipotesi, per ogni i, f(ei) = iei . Dobbiamo mostrare che i i sono tutti uguali. Abbiamo anche f(e1 + ... + en) = (e1 + ... + en ) (#). Ma f(e1 + ... + en) = f(e1) + ... + f(en) = 1e1 + ... + nen. Confrontando con (#), viene: (-1)e1 + ... + (-n)en = 0. Siccome gli ei sono linearmente indipendenti segue che: 1n; quindi f è l'omotetia di rapporto .

In conclusione se f commuta con ogni altro endomorfismo allora f è un'omotetia.    

