Esercizio 7.5

(i) f non suriettiva => esiste una forma lineare non nulla tale che °f = 0

Se f non è suriettiva, dim(Im(f)) < dim(F) e quindi esiste un iperpiano, H, di F contenente Im(f) (prendere una base di Im(f): v1, ..., vp; completarla a una base di F: v1, ..., vp, ep+1, ..., en; allora, per esempio, l'iperpiano < v1, ..., vp; ep+1, ..., en-1> contiene Im(f)). Abbiamo H = Ker() per qualche forma lineare (Prop. 9). Siccome Im(f) è contenuto in Ker(), abbiamo °f = 0.

esiste una forma lineare non nulla tale che °f = 0 => f non suriettiva

Sia H = Ker(), H è un iperpiano. Dalla relazione °f = 0, segue Im(f) contenuto in Ker() = H, quindi Im(f) è un sottospazio proprio di F e pertanto f non è suriettiva.

(ii) Più generalmente se dim(Im(f)) = dim(F) - r, allora Im(f) è un sottospazio di codimensione r in F; un tale sottospazio è definito da r equazioni linearmente indipendenti (cf II.§7, 17), 1, ..., r; cioè Im(f) è l'intersezione degli iperpiani Hi = Ker(i), in particolare Im(f) è contenuto in ogni Hi, quindi i°f = 0, per ogni i.

