Esercizio 4.4

Sia z = a + ib un numero complesso (a, b sono numero reali e i2 = -1). Siccome z = a.1 + i.b, vediamo che ogni numero complesso è combinazione lineare a coefficienti in R di 1 e di i; quindi 1 e i generano C come R-spazio vettoriale. Essendo la scrittura z = a.1 + i.b unica, (1, i) è una base di C come R-spazio vettoriale (in altri termini: se a.1 + i.b = 0 allora a = b = 0, quindi 1 e i sono linearmente indipendenti su R).

Esercizio 4.9

(i) Sia f: R3 --> R2 : (x, y, z) --> (x+y+z, 2x-z). L'applicazione f è lineare (cf II.§2 Esercizio 2.1). Abbiamo F = Ker(f), quindi F è un sottospazio lineare (II.§2, Prop. 6).

N.B. Con lo stesso ragionamento, ogni sottinsieme definito da equazioni lineari omogenee è un sottospazio vettoriale.

(ii) Cerchiamo una base di F. Gli elementi di F sono soluzioni del sistema x+y+z = 0, 2x-z = 0. Dalla seconda equazione si ricava z = 2x, inserendo nella prima: y = -3x. Quindi F = {(x, y, z) / z = 2x e y = -3x} = {(x, -3x, 2x) / x appartiene a R} = {x.(1, -3, 2) / appartiene a R} = <(1, -3, 2)>. Concludiamo che il vettore u = (1, -3, 2) è una base di F (genera ed è linearmente indipendente). Quindi dim(F) = 1 e un supplementare di F avrà dimensione due.

Per trovare un supplementare di F basta per esempio trovare due vettori v, w della base canonica tali che u, v, w siano linearmente indipendenti; il supplementare sarà <v, w>. Si verifica facilmente che, per esempio, v = (1, 0, 0), w = (0, 1, 0) vanno bene.

Esercizio 4.13

Se x appartiene a E allora x = h + f (in modo unico) con h in H, f in F. Adesso h = ihi, f = jfj, quindi x è combinazione lineare di h1, ..., hk, f1, ..., fn; cioè h1, ..., hk, f1, ..., fn generano E.

Rimane da vedere che i vettori h1, ..., hk, f1, ..., fn sono linearmente indipendenti: 

sia ihi + jfj = 0 una combinazione lineare nulla. Abbiamo ihi = - jfj; cioè h = f, con h = ihi in H e f = - jfj in F. 

Il vettore h (= f) appartiene quindi a l'intersezione di F con H (appartiene sia a H che a F), siccome F e H sono in somma diretta, la loro intersezione è uguale a {0}. Quindi h = f = 0. 

Da 0 = h = ihi segue: i = 0 per ogni i (perchè gli hi sono linearmente indipendenti). Da 0 = f = jfj  segue: j = 0 per ogni j (perchè gli fj sono linearmente indipendenti). 

Pertanto h1, ..., hk, f1, ..., fn sono linearmente indipendenti.

Esercizio 4.17

(i) Abbiamo E = k2 con k il campo F2. La dimensione di E è 2, una base è, per esempio: e1 = (1, 0), e2 = (0, 1) ("base canonica"). N.B.: questo è vero per un campo k qualsiasi.

(ii) Abbiamo card(E) = 4; i quattro vettori di E sono: (0, 0), (1, 0), (0,1), (1, 1)

(iii) Abbiamo già visto che e1 e e2 sono linearmente indipendenti. E' chiaro che w = (1, 1) e e1 (risp. e2) sono linearmente indipendenti (anche perchè l'unico scalare non nullo è 1).

(iv) Ci sono 5 sottospazi di E: {0}, E, <e1>, <e2>, <w>

(v) Ci sono due supplementari di F = <(1, 0)>, uno è <e2>, l'altro è <w>. In particolare F non ammette un'infinità di supplementari, questo è dovuto al fatto che il campo k è finito. Se k è infinito, si può dimostrare che ogni sottospazio proprio ammette un'infinità di supplementari (cf II. §5, Esercizio 5.2)  
