Esercizio 2.2

 (a) no: f(0, 0) = (1, 0) diverso da (0, 0); (b) si (cfr Es.2.1); (c) no: f((x, y)) = (2x-y, x2+y) diverso da f(x, y).

Esercizio 2.3

Le applicazioni f e g sono lineari (cfr Es.2.1). 

Abbiamo Ker(f) = {(x, y)/ 3x-y = 0 e x+y = 0}. Da x+y = 0 viene x = -y, inserendo nella prima equazione si ricava x = 0, e poi y = 0. Quindi Ker(f) = {(0, 0}. In particolare f è iniettiva. L' applicazione f sarà suriettiva se per ogni (u, v) in R2 esiste (x, y) inR2 tale che f(x, y) = (u, v) ossia se il sistema: (i) 3x - y = u (ii) x+y = v ammette una soluzione per ogni (u, v). Sommando le due equazioni viene u+v = 4x da cui x = (u+v)/4. Inserendo in (ii): y = (3v-u)/4. Quindi f è suriettiva e Im(f) = R2. Finalmente f è biiettiva perchè iniettiva e suriettiva.

Abbiamo Ker(g) = {(x, y) / 2x-y = 0 e 4x - 2y = 0}. Le due equazioni sono proporzionali e risolvendo il sistema otteniamo: Ker(g) = {(x, 2x) / x appartiene a R}. In altri termini Ker(g) è il sottospazio generato dal vettore (1, 2); in particolare g non è iniettiva. L'applicazione g non è suriettiva. Infatti il sistema: (i) 2x-y = u  (ii) 4x-2y = v ammette una soluzione se e solo se v = 2u. Questa condizione è chiaramente necessaria e se è soddisfatta allora, per esempio, g(0, -u) = (u, 2u). Quindi Im(g) = {(u, 2u) / u appartiene a R}.

Esercizio 2.5

 Iniziamo col mostrare che (F, +) è un gruppo abeliano. Chiaramente la legge + su F è interna e commutativa. Essendo f biiettiva esiste un unico elemento di F, chiamiamolo 0, tale che f-1(0) = 0 (= il vettore nullo di E). In particolare f(0) = 0. Mostriamo che 0 è l'elemento neutro. Per ogni x in F: x + 0 := f(f-1(x)+f-1(0)) = f(f-1(x)+0) = f(f-1(x)) = x. Mostriamo che ogni elemento x di F ha un simmetrico. Sia u = -f-1(x). Siccome f è biiettiva esiste un unico elemento, -x, di F tale che f-1(-x) = u. Abbiamo x+(-x) = f(f-1(x)+f-1(u)) = f(f-1(x)-f-1(x)) = f(0) = 0. Verifichiamo adesso l'associatività: (x+y)+z = x+(y+z). Abbiamo (x+y)+z = f(f-1(x+y)+f-1(z)). Osserviamo che x+y = f(f-1(x)+f-1(y)). Pertanto f-1(x+y) = f-1(f[f-1(x)+f-1(y)]) = f-1(x)+f-1(y). In conclusione: (x+y)+z = f[(f-1(x)+f-1(y))+f-1(z)]. Nello stesso modo x+(y+z) = f[f-1(x)+(f-1(y)+f-1(z))]. L'addizione in E essendo associativa concludiamo che (x+y)+z = x+(y+z). Questo dimostra che (F, +) è un gruppo abeliano. Inoltre se u, v sono elementi di E ponendo x = f(u), y = f(v) abbiamo, per definizione: x+y = f(f-1(x)+f-1(y)) = f(u+v), ossia f(u+v) = f(u)+f(v) e quindi f è un morfismo di gruppi da (E,+) in (F,+).

Mostriamo che  (, ) k2,  x F: (+)x = x+x. 

Per definizione: (+)x = f[(+)f-1(x)] = f[f-1(x)+f-1(x)] (perchè E è uno spazio vettoriale) = f(f-1(x))+f(f-1(x)) (perchè f è un morfismo dei gruppi additivi) = x + x (per definizione).

Nello stesso modo:   k,  (x, y) F2: (x+y) = x+y. Infatti (x+y) = f(f-1(x+y)). Abbiamo già visto che f-1(x+y) = f-1(x)+f-1(y) (cfr anche Es.I.5.9), quindi 

(x+y) = f[(f-1(x)+f-1(y))] = f[f-1(x)+f-1(y)] = f(f-1(x)) + f(f-1(y)) = x+y.

Osserviamo che f-1(x) = f-1(x). Infatti, per definizione: x = f(f-1(x)). Detto ciò vediamo che  (, ) k2,  x F: ()x = (x). Per definizione ()x = f[()f-1(x)] = f[(f-1(x))] (perchè E è uno spazio vettoriale) = f[(f-1(x))] (per l'osservazione precedente) = (x) (per definizione).

Finalmente  x F: 1x = x perchè 1x = f(1f-1(x)) = f(f-1(x)) = x. Questo conclude la dimostrazione del fatto che l'addizione e la moltiplicazione esterna indotte da f conferiscono a F una struttura di k-spazio vettoriale. Per vedere che f è un'applicazione lineare rimane da vedere che f(u) = f(u) (abbiamo già visto che f è un morfismo dei gruppi additivi). Sia x = f(u). Per definizione x = f(f-1(x)) = f(u); ossia f(u) = f(u). Siccome f è biiettiva per ipotesi, f è un isomorfismo lineare.

