Capitolo II

Esercizio 1.1

Se f, g sono elementi di A, l'addizione è definita tramite (f+g): X  k: x  f(x)+g(x). La moltiplicazione esterna è definita tramite .f: X  k: x  .f(x). La verifica degli assiomi di k-spazio vettoriale non presenta difficoltà ed è lasciata al lettore

Esercizio 1.2

(a), (b): si; (c), (d), (e) : no. Nel caso (c): (0, 0, 0 ) non appartiene aE, nel caso (d): (0, 0) non appartiene aE. Nel caso (e): a = (1, 1) e b = (2, 2) appartengono aE, ma a-b = (-1, -1) non appartiene aE. Quindi (E, +) non è un sottogruppo, a fortiori (E, +, .) non è un k-spazio vettoriale.

Esercizio 1.3

 (i), (ii): si; (iii), (iv): no. Nel caso (iii) (A, +) non è un gruppo. Si può anche osservare che se M = 
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 con ab diverso da 0 allora 2.M non appartiene aA. Nel caso (iv), 0 non appartiene a A.

Osservazione:  Identificando M2(R) con R4 tramite 
 EMBED Word.Picture.8  

 (x, y, z, t) vediamo che A è definito dalle seguenti equazioni: (i) x = t, y = z, (ii) t = 0, y = x+z, (iii) t = 0, y = xz, (iv) x = z, t = 1. Nei casi (i), (ii) le equazioni sono lineari omogenee mentre questo non è vero nei casi (iii) (y = xz non è lineare) e (iv) (t = 1 non è omogenea)

Esercizio 1.4

 (i) (a) Il sottospazio <u, v> generato da u e v è contenuto nel sottospazio <x, y> generato da x e y: sia w in<u, v>, allora w = u+v = (+)x+(-)y e quindi w appartiene a<x, y>.

(b) Adesso mostriamo che <x, y> è contenuto in<u, v>: dalle ipotesi si ricava: u+v = 2x, u-v = 2y, e siccome 2 è invertibile in C: x = 
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(u+v), y = 
 EMBED Word.Picture.8  

(u-v). Si conclude come prima.

(ii) Se k = Z/2Z si ha -1 = 1, quindi u = v e la relazione precedente non è più vera. Per esempio sia E = k2, x = (1, 0), y = (0, 1). Allora u = v = (1, 1), e nè x nè y appartengono a <u>. 

Esercizio 1.5
 Dimostriamo: F UH è un sottospazio vettoriale se e solo seF è contenuto inH o H è contenuto inF.

() chiaro: se F è contenuto inH allora F UH = H è un sottospazio.

() Si ragiona per contrapposizione mostrando: F non contenuto in H e H non contenuto in F F UH non è un sottospazio vettoriale.

Se F non è contenuto in H esiste f inF tale che f non appartiene aH. Nello stesso modo esiste h inH tale che h non appartiene aF. Mostriamo che h+f non appartiene a H U F. 

Se h+f appartiene aH allora h+f = h', con h' in H. Pertanto f = h'-h appartiene aH, ma questo è assurdo. Nello stesso modo si mostra che h+f non appartiene aF, e la tesi segue.

Esercizio 1.7

 (a) E' chiaro che, se i è diverso da k, l'intersezione di Ei e Ek è uguale a {0}. 

Si ha v = 3e1+2e2, v = -e1+2e3, v = (1/2)e2+(3/2)e3. Visto che e3 = 2e1+e2, si ha E1+E2+E3 = <e1, e2> (e1+e2+e3 = (+2)e1+(+)e2). La somma non è diretta perchè per esempio il vettore v ammette le due decomposizioni v = 3e1+2e2+0e3 = -e1+0e2+2e3, come somma di elementi di E1, E2, E3.

(b) Sia u nell'intersezione di<x, y> con<z>, allora u = x+y e u = z. Si ricava il sistema: + = 0, +2 = 0, 0 = 3. Da cui  = 0 e pertanto u = 0. Quindi <x, y> e <z> sono in somma diretta.

(c) (i) Osserviamo che <x, y> + <z> = <x> + <y> + <z>. Da (b) la prima somma è diretta quindi ogni vettore di <x> + <y> + <z> si scrive in modo unico come somma di un vettore in <x, y> e di un vettore in <z>. Siccome <x> e <y> sono in somma diretta, la scrittura come somma di un vettore di <x> e di un vettore di <y> è unica. Concludiamo che la somma <x> + <y> + <z> è diretta.

(ii) La somma <x, y> + <z> è diretta: se x+y = z si ricava il sistema: 2 = , + = 0, +3 = 2, la cui unica soluzione è (, , ) = (0, 0, 0). Siccome anche la somma <x>+<y> è diretta, come prima si conclude che la somma <x> + <y> + <z> è diretta    

_1014459748.unknown

_1014459749.unknown

_1014459751.unknown

_1014459747.unknown

