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Capitolo 7

Standard per i livelli 9-12

Per dcuni sudenti la matematica imparata nella scuola secondaria e il culmine dédlla preparazione
matematica formae per la vita e per il lavoro. Per dtri, € la piataforma sulla quae un ulteriore sudio
vera redizzao d college e dltre. In entrambi i cag, € importante chieders di qudi generi ddbilita e di
comprensone matematiche gli studenti avranno bisogno quando lasceranno la scuola superiore, in modo
che Sano preparati a seguire con profitto un’ ampia parte della propria carrieraraggiungendo gli obiettivi
didattici. Le risposte a questa domanda dovrebbero suggerire gli obiettivi per I'istruzione matemdica
superiore.

Sguar do generale sui contenuti e sui process

La matematica nella scuola secondaria 9 estende, S formalizza, e S codruisce sulla matematica
imparatana livdli precedenti. | fondamenti sono Stati fissate in molte aree di contenuto e hanno bisogno
di non essererividti. Per esempio, in Numeri e operazioni, presumendo che ¢ safamiliaitaconi numeri
interi e raziondi, gli sudenti na liveli 912 dovrebbero progredire ndlo sudio dd sstema dei numeri
redi, dei numeri compless, e dele matric. Ndl’ agebra, gli Sudenti entrano nella scuola secondaria, con
una esperienza che permette loro di percepire e codtruire moddli e di operarci sopra con Smboli. Nel
livdli 812, dovranno impegnars piul intensamente con sstemi formdi e codtruirli facilmente dlo scopo di
produrre moddli. Impareranno ad gpplicare un piu largo numero di dass o funzioni, induse funzioni
trigonometriche ed esponenzidi. Nela geometria, ndlamisura, ndl’andis de dati, e ndla probabilita gli
sdudenti consolidano, espandono quanto hanno imparato nelle dass precedenti, e sviluppano nuove
conoscenze di contenuto.

Gli sudenti dovranno anche codruird un'abilita sempre piu sofiicata nel process matematici
specidmente nel problem solving, nelle rgppresentazioni e nd ragionamento. Le connnessioni trale aree
di contenuto e le aree esterne dla matematica possono divenire sempre pill ricche via via che cresce la
conoscenza matematica degli sudenti. Gli sudenti dovranno impegnars in problemi compless, che
richiedono una conoscenza tratta da molte aree della matematica, e dla quale possono essere gpplicate
varie drategie di soluzione. 1l ragionamento e le ahilita di comunicazione degli Sudenti diventano anche
molto piu sofidicate. Ndla scuola superiore gli sudenti imparano a sviluppare catene di ragionamento
coerenti e accurate e a rendere le loro argomentazioni chiare e logiche, Sa ordmente Sa per sritto.
Quedti argomenti dovrebbero fare corretto uso del linguaggio e della rgppresentazione matematica
Inoltre, gli studenti dovrebbero essere cgpaci di produrre giudtificazioni natemetiche formdi per le
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affermazioni che fanno. | promoss in metematica nella scuola superiore devono avere qudl'dto grado di
“dfdbetizzazione’ matematica che e necessario per ricoprire efficacemente una posizione ndlasodieta

Quindi gli sudenti ddle scuole superiori continueranno a Sviluppare la digposizione e | adilita nel
ragionare sulla matematica. Dovranno imparare a usare una tecnologia per sviluppare una piu profonda
conoscenza matemdica. L’ obiettivo chiave per | educazione matematica nei liveli superior €lo sviluppo
di unarobusta capacitadi collegare e idee agebriche, geometriche e Satistiche.

Necessta matematiche di tutti gli studenti

Indipendentemente ddle intenzioni di carriera, i diplomati delle scuole superiori dd XXI secolo
entreranno in un mondo con esigenze matematiche molto diverse daqudle de diplomati dell'ultima parte
del XX secolo. Inaltre dovranno affrontare cambiamenti rapidi, che verranno dadmeno due fronti.

In primo luogo, la tecnologia e I'accelerazione verso una “ societa dell'informazione’ richiederaa
tutti i dttadini un buon grado di familiarita con srumenti tecnologid e di capacita nd trattare un gran nu-
mero di informazioni date in modo che solo dcuni anni faerainimmeaginabile. Anche se l'utente sta pren
dendo decisoni sagge come consumatore (p.e. scegliere il migliore piano del cdlulare 0 andizzare le op-
zioni sul mutuo) o acquisendo &hilita aggiuntive per il Suo laoro (p.e. gestire banche dati, fare previsioni
O ricavare dati da Internet), i nogtri diplomati devono lasciare la scuola secondaria con una conoscenza
matemeatica e con conascenze tecnologiche sofigticate che saranno molto utili. Inoltre, tutti gli Sudent
dovrebbero essere in grado di imparare parti diverse ddlla matematica usando srumenti tecnologici per
rappresentare deti, creare grafici, manipolare e andizzare espressoni Smboliche in modo fin ora inac-
cessibile a tutti, tranne che agli Sudenti piu preparati. Questa tecnologia dovrebbe essere abitud mente
accesshile agli studenti e dovrebbe essere druttata sapientemente per aiutare gli sudenti a sviluppare
una pit profonda comprensione ddla matemetica

In secondo luogo, la capacita di ragionare e di risolvere problemi aumentera in tutti i percors
dela vita Le persone stanno cambiando lavoro con una frequenza sempre maggiore e tae cambio
richiede flesshilita e una larga serie di dbilita Anche da qudli che rimangono ndlo seso lavoro d 9
agpetta in modo crescente che avanzino e che aggiornino le loro abilita @ tenerd d passo con i
cambiamenti nd loro campo. Permanenza e successo nel mondo dd lavoro richiedono che le persone
siano pensatori flesshili, bene informati, e ingegnos. Lo stesso, chiaramente, sara richiesto a queli che
perseguono carriere che dipendono direttamente dalla matematica imparata in istituzioni postsscondarie
eoltre.

In breve, tutti gli sudenti nel liveli 9-12 devono imparare ad affrontare problemi compless che
coinvolgono piu aspetti della matematica. Devono esserein grado di andizzare erisolverei problemi che
incontrano, senza conoscere a priori quai aree della matemetica gpplicare, perché né nd mondo rede né
nella matematica adretta i problemi arrivano con |’ etichetta dei metodi di dgebra o di geometriahe ess
richiedono. Infetti, i problemi pit Sgnificativi richiedono I’ utilizzo di pit aree ddla matematica per essere
risolti e possono essere affronteti da divers punti di partenza. Quando S lavora su problemi compless,
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da soli 0 in gruppo, gli sudenti devono sgper gpplicare conoscenze multidisciplinari e varie abilita di
ragionamento e di risoluzione di problemi, in manieraintegrata

E improbabile che gli sudenti sviluppino le capadita di ragionamento e di risoluzione de
problemi @ meno che non le pratichino, il che Sgnifica che il piano di Sudi deve offrire agli Sudenti
I'opportunita di impegnars con problemi compless che sono ricchi e abbagtanza vari per incoraggiare 1o
sviluppo di queste dhilita. Approcc curricolari ne qudi, per esempio, gli sudenti sudiano I'dgebrain
maniera completamente separata dala geometria e la geometria completamente a parte dela misura o
ddl'andis de dati, e improbabile che Sano metodi efficienti per autare gli Sudenti a sviluppare |
collegamenti di cui hanno bisogno. | piani di studio devono autare gli sudenti a creare collegamenti trale
differenti aree ddla matematica e a sottolineare I’ utilita della matematicalin contesti matematic e ddllavita
rese.

Curricoli differenziati (il percors0)

Poiché b necessta matematiche di tutti continueranno a crescere negli anni che verranno, gli
studenti hanno bisogno d'essere prowvidti di un solido nudeo matematico su cui codruire, e non di dubbi
su quai potrebbero essere le loro progpettive. Ogni studente dovra avere un minimo di tre anni di corg
di matematica della scuola superiore che indudono l'dgebra e le funzioni, la geomdria, I'andis dei deti, e
la matematica discreta Numeri e misure dovranno anche essere pres in condderazione, mail loro ruolo
e meno esplicito ne liveli 9-12. Gli gandard e la discussione ndlle seguenti sezioni tentano di daborare
una solida base ddlamateméica

Siccome non possiamo predire con nessuna certezza di cosa un paticolare sudente di
matemeatica potrebbe avere bisogno nd futuro, I atenzione dovrebbe essere posta sul fornire atutti gl
sudenti unabase di conoscenzae di comprensione mateméatica. S pud facilmente immeaginare che dcuni
studenti potrebbero affrontare piu profondamente temi 0 aree particolari ddla matematica. E' tempo di
rifiutare I'ideadi un’ accelerazione Sa verso un curricolo piatto Salungo il percorso concepito per quegli
dudenti con interess e indinazioni pecidi per la matemdtica e per le aree di sudio rddive dla
maemdica, e invece concentrars immediatamente sull’ gpprendimento che offra una profondita
maggiore. Inaltre, non ¢’ é una giudificazione dla prass di avere un percorso curricolare unico per gli
sudenti che hanno intenzione di frequentare un college, e una serie d percors morti per quegli sudenti
che non sono interessati acontinuare gli studi.

Tutti gli Studenti dovrebbero essre incoraggiati a Sudiare matematica a ogni livelo.
L'organizzazione dei curricoli dovrebbe andare incontro agli interess degli student, dle intenzioni di
carirae a piani futuri. Per essmpio, gli sudenti che progettano di entrare nel business o ndlle scienze
socidi dovrebbero proseguire il lavoro nella gatistica e nellaraccolta di dati oltre ala base proposta qui;
I’ atenzione estesa dla matematica discreta dovrebbe essere gppropriata per gli sudenti che progettano
cariere informatiche. Il quarto anno potrebbe essere differenziato per gli Sudenti, a seconda del loro
piani futuri. In questo momento, gli interess degli Sudenti dovrebbero essere pitl evidenti. Per gli studenti
intenzionatl a proseguire una carriera nel campi della matemetica o vicini a essa, un quarto ano di
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meatemeatica potrebbe provvedere pitl dlo sudio formae dellamatematica di quanto Sa necessario a tutti
gli atri suderti.

In generde, le affermazioni dd programmadi matemética delle scuole superiori, anche se basato
sugli interess, dovrebbero essere reldivamente minori e non dovrebbero ostacolare I’ obiettivo di fornire
atutti gli Sudenti una preparazione matemdtica sodanzide e di dta qudita per qualunque percorso
vogliano prassguirein futuro.

Articolazione della matematica nella scuola postsecondaria

| contenuti base della matematica descritti in questo capitolo dovrebbero permettere amoalti piu
sudenti di sudiare matematicad livello postsecondario e dovrebbero soddisfare acune aspirazioni della
loro carriera. L’ obiettivo € fornire una profonda e ampia preparazione per tutti gli sudenti, indus quelli
che studieranno pit matematica.

Bisognerebbe notare che benché una voltafosseil pitiimportante corso di matematicad college,
atudmente, d livelo postsecondario, I'andis € un corso meno centrade. Malti cord di andis che sono
offerti d college fanno un ampio uso ddla tecnologia E, migliorati 0 no tecnologicamente, molti cors
postsecondari di andig richiedono agli Sudenti uno sforzo maggiore per congderare un NUMEo Minore
di argomenti piu gpprofonditamente. Mentre I'importanza che I'andis ha d livelo postsecondario €
incerta, I'andis € senz' dtro una delle scdlte obbligate per gli Sudenti che entreranno in campi tecnologici
e Sentifid.

E essenzide per il curricolo di matematica della scuola superiore provvedere adeguatamente a una
preparazione per gli sudenti che vorranno dudiare matematica d college. Come indicato sopra, |l
curricolo matematico per tutti gli sudenti dovrebbe garantire conoscenze di base ed esperienza con
Srumenti computaziondi, per autare quegli Sudenti che entreranno in ambienti dtamente tecnologia d
college. Allo stesso tempo, il curricolo di matematica dovrebbe autare gli Sudenti a cogtruird unafadlita
procedurde nel'apprendimento, in modo che possano contare sui loro srumenti mentai quando ne
hanno bisogno. 1l curricolo di matematica deve essere concettudmente piul ricco, in modo che gli
sudenti che entrano nel cors postsecondari di matematica Sano prepardi a recepire idee matemdtiche
ggnificative
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#9 Reazione del lettore

Siamo interessati alla tua impressione sullo stile e sul tono del capitolo 7

Se sei un insegnante, come potrebbe essere di maggior aiuto? Se sei un

matematico, come dovrebbe essere migliorato? Quali sezioni sono piu
efficaci?

Il capitolo usa esempi soprattutto per indicare il genere di compiti matematici che
gli studenti dovrebbero essere in grado di fare.
E’ un approccio che aiuta? Potrebbero essere piu utili altri approcci?

Potrebbero essere di maggior aiuto altri esempi? Di che genere? Hai
suggerimenti?

Il capitolo descrive una base comune di matematica per tutti gli studenti.
Questa base e ragionevole e realistica?
Sono queste le aree che dovrebbero essere enfatizzate di piu? O di meno?

Standard 1: Numeri e operazioni

| programmi di matematica devono fadilitare [0 sviluppo della percezione dei numeri e delle gperazioni in
modo chetutti gli Sudenti:

cgpiscano | numeri, i modi di rappresentardi, le rlazioni fradi loro e Sgemi numerid;
cgpiscano il sgnificato delle operadoni e come s relazionano tradi loro;
usino gli srumenti e le drategie di calcolo con Scurezza e facciano gimein modo gppropriato.

Elaborazione livdli 9-12

Gli sudenti ddle dass intermedie dovrebbero aver acquidto una solida comprensone de
numeri interi e raziondi e delle loro proprieta, cos come una certa fadilita di cacolo, e dovrebbero aver
cominciao a lavorare con i numeri irraziondi. Dovrebbero essere in grado di riconoscere e di usare le
proprieta. degli interi e dei raziondi, ma potrebbero non aver avuto molte opportunita di mettere a
confronto le proprieta dei differenti Sgtemi. Durante i liveli 912, la comprensione degli sudenti sui
ggemi di numerazione dovrebbe crescere lavorando con i numeri compless e con | Ssemi di matrid che
presentano proprieta diverse da quelle dei numeri redi. Quando la conoscenza degli studenti sul concetto
d numeo 9 edende a nuovi domini, cominciano a capire la druttura comune a vai sgemi di
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numerazione cos come le loro carattaigiche differenti. La loro accresciuta abilita nd riflettere e nd
controllare la propria dtivita con i numeri dovrebbe condurre a una migliore astrazione e a una cgpacita
di genadizzazione. Gli dudenti da liveli 312 dovrebbero incontrare anche ruove idee matemetiche.
Per esampio, lo studio delle successioni e ddle serie gore loro nuovi modi di andizzare drutture e
rlazioni numeriche

Allinizio dd livelo 9, gli sudenti dovrebbero possedere dcune conoscenze di tecniche
computaziondi cre sono utili ne problemi di cacolo combinatorio. Dovrebbero aver fato acune
eperienze di andis e di confronto di dgoritmi di cacolo e dovrebbero aver sviluppato drategie per la
gima e | aitmetica mentale. Durante la scuola secondaria, gli Sudenti dovrebbero migliorare le proprie
conoscenze ulle permutazioni e sulle combinazioni condgderando cad in cui I'applicazione diretta ddlle
formule di permutazione e di combinazione non & ufficdente. L'attivita degli Sudenti con I'andis
dovrebbe richiedere atenzione per gli errori numerici che S presentano nel calcoli generati dall’ uso ddlla
tecnologia La tecnologia dd cacolo mette in luce il problema delle gpprossmazioni. Gli sudenti hanno
bisogno di distinguere e di sceglierefrai risultati esatti e qudlli gpprossmai in unavarigad problemi.

Punti nodali per i livelli 9-12

Capirei numeri, i modi di rappresentarli, lerelazioni fradi loro ei Ssemi numerici;
Ne livdli 9-12, tutti gli sudenti dovrebbero:

migliorare |la loro conoscenza de sstemi per rgppresentare i numeri e le grandezze, induse le rgp-
presentazioni matricidi per i vettori;

confrontare le proprietade numeri e dei Sstemi di numerazione;

cominciare acgpire i numeri compless come un indeme che comprende qudlo da numeri redi e
come un 9sema contenente le soluzioni per le equazioni che non sono risolubili ndl’ indeme de
numei redi;

prendere confidenza con le successioni e le serie finite, comprendere gli esempi aritmetici e geo-
metricd e sviluppare una mnoscenza informale di acune successoni e serie infinite, Joeciamente
della serie geometrica

Capireil dgnificato delle operazioni e comed relazionanotradi loro

Ne liveli 9-12, tutti gli Sudenti dovrebbero:

ampliare la conoscenza ddl Sgnificato e ddlle rgppresentazioni per le operazioni Ui vettori ele
meatrici e, con una tecnologia gppropriata, essere in grado di usare queste operazioni per 1i-
olvere sgemi di equazioni linear;

sviluppare una certa fadilita di cacolo col numeri redi e compless, coi vettori e le metridi, U
sando le operazioni amano per i cas semplic e latecnologia per qudli piti complicati;
continuare ad ampliare la conoscenza delle permutazioni e delle combinazioni come anche le
tecnichedi cacolo in Stuazioni sempre pit complesse.
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Usare gli srumenti e le strategie di calcolo con sicurezza e facciano stime in modo ap-
propriato

Ne livdli 9-12, tutti gli Sudenti dovrebbero:

- andizzare gli dgoritmi per le operazioni con i numeri, riconoscere dcune ddle funzioni edelle
limitazioni di particolari dgoritmi, ed essere in grado di verificare I goplicabilita di dgoritmi
ot

- ampliare laconoscenza degli effetti ddI’ errore di misurasui vaori cacolati;

- sviluppare I'adilita di diginguere fra gima e gpprossmezione e usare ognuna di queste in mMo-
do gppropriato in ambiti tecnologic e non tecnologiai.

Discussione
[l concetto di numero ele sue proprieta
L ativita degli sudenti con i numeri e con le loro proprieta nal liveli 9-12, dovrebbe tendere
poterziamento ddl’hilita di riflettere aulle rdazioni fra i numeri. Ddl’andis ddle rdazioni numeriche

basate qulla posizione dei numeri su una retta numerica, come ndl’esempio in FHgura 7.1, dli Sudent
possono sviluppare abilita di agtrazione e di generdizzazione.

Dati i punti ordinati come sullaretta de numeri qui sotto,

a b c d e f g
U—0O—e O—ee[J—[1—{]e[]e[]—= [
-1 0 1

U0 U U

N

determina quale punto €il piu vicino ad ef? E qualead %?

Decidi sele seguenti affermazioni sono vere, false, o indeter minate:
- a>b
ab>de
JJbc éimmaginai o
c+1<|fg

Figura7.1. Ragionare senzavaori esatti.
Le conoscenze degli sudenti sui numeri naturdi possono essere usate in problemi ddla teoria
dementare da numeri. Ne livdli 912, gli studenti dovrebbero formulare e provare semplici proprieta
numeriche. Per esempio, facendo riferimento dla precedente esperienza circa I'esplorazione delle
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drutture e delle rdlazioni numeriche, gli sudenti dovrebbero essere in grado di spiegare perché I'indeme
del numeri pari € chiuso rispetto dl’ addizione e I'indeme del numeri dispari non lo & Sebbene s possano
convincere di cid usando mattonelle o scthizzi, dovrebbero essere in grado di portare avanti
I'argomento usando anche i smboli agebric. Allo sesso modo, dovrebbero essere in grado di
argomentare in maniera convincente che ogni numero primo pit grande di 3ég5alin pit chelin meno
di un multiplo di 6, con un’ argomentazione come la seguente: “Tutti | humeri naturdi sono di una delle
forme 6, en+1, +2, 613, 6n+4, 0 GH5 (dove n € un intero). Tutti tranne G+1 e G1+5 sono
divishili o per 2 o per 3 0 per entrambi. Poiché n+1 e 6n+5 0no 1in pited 1 in meno di un multiplo
di 6, gli unici candidati possibili come numeri primi (dltre che 2 e 3) sono i numeri che sono o Linpito
1 in meno di un multiplo di 6”. Dovrebbero essere in grado di esaminare dcune delle proprieta degli
ingemi numeric spedidi, comeleterne pitagoriche ei numeri poligonali.

Sebbene non sa necessario dare un'eccessiva importanza d linguaggio dell’ dgebra edraita, gli
sudenti paossono cominciare ad gpprezzare | Stemi matemdic confrontando e mettendo in contrasto i
differenti ingemi numerid. Per esampio, gli Sudenti possono notare che i numeri interi sono chiug
rigoetto dl’ addiziore e dla maltiplicazione, gli interi Sono chiug anche rigpetto dla sottrazione, | raziondi
divers dazero sono chius anche rispetto dladivisone e cod via

Quando gli sudenti lavorano con risultati che S riferiscono atutti | numeri naturdi, gi inssgnant
possono introdurre I'induzione matematica. E importante, tuttavia, che gli studenti affrontino I’induzione
matemdtica a un livdlo di adrazione consono d loro pendero. Per esampio, le formule per la somma
delle serie aritmetiche e geometriche e per le somme della potenza k-esmade primi n numeri naturdi
posSONOo essere ben capite usando I’ induzione matematica, ma |’ agpetto centrae dovrebbe rimanere la
comprensone del procedimento piuttogto che la produzione di dimogtrazioni in un formato richiesto. Gli
Sudenti possono usare il concetto dinduzione matematica ndlle loro indagini de fenomeni ricordvi come
il triangolo di Pascd, i numeri di Fibonacd e’ interesse composto.

Con una solida base di eperienze aulla risoluzione delle equazioni (Specidmente le equazioni
lineeri) nel liveli 68, gli Sudenti della scuola secondaria possono esplorare condizioni sotto le qudi e
funzioni polinomidi hanno radid. Quedta ricerca pud mativare l'introduzione de numeri compless.
Quando gli dudenti risolvono equazioni quadratiche (di secondo grado) mediante calcolatrici con
manipolazione smbalica 0 con programmi, la visone ddle radid immaginarie che vengono fuori
potrebbe condurre a una discussone in dasse sul Sgnificato di questi numeri. Gli sudenti dovrebbero
intendere i numeri compless come un Sstema che pamette la soluzione di un indeme piu vado di
equazion.

Gli studenti potrebbero incontrare successoni infinite e serie ndlaloro andis dei decimdi che s
ripetono dl’infinito. Per esempio, dopo aver sviluppato una formula per la somma di una serie
geomericainfinita, gli sudenti dovrebbero esserein grado di utilizzarla per giustificare che 0.9 =1,

Quando gli sudenti estendono il loro sudio a numeri irraziondi, dovrebbero mostrare una piu
profonda riva utazione ddla distinzione franumeri raziondi e numeri irraziondi. Per essmpio, gli Sudenti
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dovrebbero arivare a renders conto che ¢ sono malti piu irraziondi chei soli p , e e 2 echedli
irraziondi infatti sono di gran lunga piti numeros del raziondi.

Operazioni eloro proprieta

Quando gli sudenti lavorano con le matridi, incontrano un sistema in cui dcune delle proprieta
de numeri redi e compless non § mantengono. Usando una cacolatrice smbalica, programmi per
computer, o cacolando a mano, gli studenti possono verificare le proprieta dele matric. Esaminando
divers esempi di moltiplicazione di matric, possono arivare a capire giusamente che formano un
ggema non commutativo. Interpretando le matrici come regole per le trasformazioni dd piano, dli
sudenti acquisiscono un moddlo visvo per pensare dle operazioni con le matrici. Possono poi usare
guesta potente connessione fra dgebra e geometria per capire perché lamoaltiplicazione delle meatrici non
€ commutativa

Gli dudenti dovrebbero gpprezzare anche la connessone dgebra - geometria che offre la
rappresentazione geometrica de numeri compless. | diagramma e i dati in Fgura 7.2 mosrano |l
prodotto di due numeri compless, 4+3 e 1+2i, che suggerisce una connessione frai numeri compless e
i vettori. Gli Sudenti dovrebbero sudiare un Smile esampio per esaminare la rlazione fra la lunghezza
de vettori che rappresentano i due fattori e la lunghezza dd prodotto, o fra gli angoli coinvalti.
L’ eplorazione smultanea dei numeri complessi e dei vettori, aiuta a evidenziare le loro relazioni e pud
arricchire le conoscenze degli sudenti su entrambi.

Y2+11i/=54/5

14 +2iv=+/5
14+3i/e5

(-2+12i)

H H )

| |
| ErTTT
A B 10
mDBAD @87’

MDBAE @83
mBBAC @100’

Figura7.2. Prodotto di due numeri compless

Gli sudenti passono usare gli Srumenti tecnologid, per modrare le intuizioni sul Sgnificato del
prodotto e della somma di numeri compless, e de vettori che i rgppresentano. Possono produrre e
raccogliere | dati su un'ampia gamma di esampi e verificare le loro osservazioni geometriche atraverso
I'indegine ddle rgppresentazioni Smboliche. La fadilita di creare esampi da agli sudenti la fidudia di
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andarein cercadi una verifica piu formale. Quando gli sudenti acquisiscono familiarita con il Sgemade
numeri compless, potranno capire le proprietada numerni redi come sottoingeme de numeri compless.

L ativita degli sudenti con le combinazioni e le permutazioni nei liveli 9-12 dovrebbe accrescere
le loro conoscenze dei metodi di calcolo per includere casi pit complicati. Per esempio, dovrebbero
essere in grado di andizzare la matematica de giochi d azzardo, gpprendere una gamma di argomenti
aulla probabilitadi combinazioni dd DNA e ragionare sui rapporti probabiligtici fatti sui test per una
maléttia

Calcoloegima

Le andig degli Sudenti sugli agoritmi dovrebbero diventare sempre piu sofisticate rigpetto dle
andis che avevano condotto durante i livdli intermedi. Per esempio, basandos sulla conoscenza
ddl'dgoritmo ddla divisone, gli studenti dovrebbero capire perché ogni numero razionae pud essere
espresso Sa come decimde finito Sa come decimade infinito periodico. (Vedi la sezione Ragionamento
e Dimostrazione in questo cgpitolo per una discussione ulteriore).

Gli studenti dovrebbero mostrare un pit ampio goprezzamento dd Sgnificato degli errori di
misura quando studiano la loro propagazione nd cacolo. Allaluce delle nuove tecnologie, I'andis degli
effetti degli errori di arrotondamento e la grandezza de fixd ne risultati da cdcoli e na grefid e
importante. Gli studenti dovrebbero avere un'idea di cosa una cacolatrice 0 un computer fa mentre
modrade grafici. Per esempio, 2 gli sudenti sanno esplorando i grafici di funzioni dd tipoy = sn(kx),
potrebbero notare che incrementando il valore di k 9 hacheil periodo dela snusoide —la diganza lungo
I'ase ddlle x necessaria per completare un “cido” — diminuisce. Viceversa, s k diventa abbagtanza
grande, come in Figura 7.3, il grafico sembra non avere piul lo stesso tipo di periodo. Una discussone
ulteriore di questa discrepanza pud condurre a una piul profonda comprensione del concetti di periodicita
ed ogdllazione

mm|\H|Miuwmw
AR

HIH““!HMIH”[HIHH
o

Figura7.3. Grafico d computer di y = Sn(100x)
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| concetti ele abilitaperi livdli 912, ndl’ areade numeri e delle operazioni, rgppresentano nuovi
contenuti matematici con forti connessoni dle precedenti conascenze degli sudenti. Quando gli Sudenti
lavorano e riflettono sui nuovi Sstemi, procedure e metodi matermeticl, imparano di pit drcai Sstemi con
cu sono gafamiliai.

Standard 2: Modelli, funzioni e algebra

| programmi di matematica devono porre atenzione a modeli, dle funzioni, a Smboli in modo che tuti
oli sudenti:

cgpiscano i vari tipi di moddli elerdazioni funziondi;

usino forme amboliche per rgppresentare e andizzare Stuazioni e Srutture matemeatiche;

usno moddli matematia e andizzino le variazioni in contesti Saredi Saadrati.

Elaborazione liveli 9-12

Un aspetto fondamentale ddla matematica na liveli 9-12 e che fornisce agli sudenti strumenti
vearstili e potenti per comprendere il loro mondo dando loro accesso dla forza e dla bellezza ddla
druttura matematica. Nella scuola secondaria, gli sudenti dovrebbero sviluppare ed espandere le loro
abilita per destrivere e ragionare su una variga di contesti usando i cogtrutti matematic ddlle funzioni e
ddlerdazioni eil linguaggio smbalico ddl’ dgera

Gli sudenti dovrebbero arivare dla scuola secondaria con esperienza nel creare e usare le
rappresentazioni Smboliche e grafiche delle Srutture, speciadmente quelle legete dla crescita aritmetica e
geometrica. Dovrebbero aver esamingato | efficacia e le debolezze delle varie rappresentazioni (verbdli,
numeriche, smboliche e visudi) per rigpondere dle domande su come una Stuazione viene moddlata
Ne livdli 9-12, il repertorio ddle funzioni in possesso degli Sudenti 9 espande per incdludere le funzioni
periodiche, quelle definite a tratti e dtre furzioni non linegri, cos come le funzioni definite per
ricorsone. Gli sudenti usano anche le funzioni per definire le curve in modo parametrico. L’ gbilita degli
studenti con le funzioni diventa sempre pitl flessibile e sofidicata quando imparano a ragionare su nuove
funzioni ricavate da qudle familiari per composizione, inversone, trasformazione lineare e combinazione
aritmetica. Per esempio, sapendo che f(X)= an(x) oscilla con ampiezza fissa e che g(X)=€e* é positivae
decrescente, uno studente dovrebbe ragionare che il prodotto g(x)f(x)=€™ sSn(x) produce un’onda
gnusoidde snorzata Gli dudenti dovrebbero anche comindare ad avere familiaita con le
rappresentazioni verbdi, grafiche, numeriche e smbaliche ddle funzioni in due varighili.

L’dgebra ne livdli 9-12 indude da lo sudio ddle rdazioni fra le quantita che lo sudio ddle
drutture. Una volta, ognuna poteva essere sudiata separatamente, ma una matematica efficace puo
essere ottenuta quando queste prospettive vengono integrate. La questione e che S deve trovare un
punto di equilibrio. Semplificare espressoni e risolvere equazioni e disequazioni € parte ddl’ dgebra
inggnata nella scuola secondaria Fette separatamente, queste manipolazioni potrebbero lasciare gl
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Sudenti la sensazione che I’ dgebra sa una manipolazione di smboli non legatad contesto. Nd risolvere
problemi che scaturisoono da Situazioni redi, il linguaggio Smbolico ddll’ dgebra pud essere efficace per
trovare e interpretare una soluzione. Gli sudenti dovrebbero lasciare la scuola secondaria con una
conoscenza equilibrata delle funzioni e del’dgebra. Cio comprende una consstente conoscenza dele
forme e ddle proprita di un ampio indeme di funzioni e Iabilita di usare queste forme e proprieta per
risolvere problemi in unavastagammadi contesti. Gli sudenti dovrebbero capire le differenze nd sgpere
fornito dalle varie rgppresentazioni ed essere in grado di ragionare dl’ interno di queste rappresentazioni.

Gli studenti dovrebbero ampliare la conoscenza di come le dtre discipline usano I'dgebra per
fare moddli dei fenomeni redi. Gli insegnanti dovrebbero cagpire come la contesiudizzazione ddla
matematica atraverso moddli redi possa alutare dcuni gudenti a cgpire meglio I'dgebra. Quando gl
Sudenti passano dagli anni di corso intermedi a quelli secondari, passano da fenomeni principdmente
retti da un moddlo lineere che hanno ritmi di variazione costante (come un'auto che § muove a
vdodita codante), a fenomeni retti da un moddlo non lineare che hanno ritmi di variazione non
costante(come lave ocita crescente di un oggetto che cade o le popolazioni con la crescita che aumenta
in modo esponenzide). Una conoscenza delle rdazioni fra le funzioni non lineari, come queste funzioni
camnbiano e come questo cambiamento S riflette sUi grefic delle funzioni non € solo necessaria per
interpretare i moddli ma e anche un prerequisito per imparare I’ analis.

Punti nodali per i liveli 9-12

Capirei vari tipi di moddli elerdazioni funzionali
Nei livdli 9-12, tutti gli sudenti dovrebbero:

riconoscere forme equivaenti di un'espressone, di un'equazione, di una funzione o di unare-
lazione;
avere familiarita con le dass di funzioni, comprese le funzioni lineari, quadratiche, potenze,
polinomidi, raziondi, vaore asoluto, esponenzidi, logaritmiche, trigonometriche e a scding;
capire le funzioni definite atratti e le loro proprietay andizzare gli effetti dei cambiamenti ddl
parametro e descrivere il comportamento locde e globde;
seezionare |e rgppresentazioni gppropriate (numerica, grafica, verbale e smbolica) per le fun-
zioni e le rdazioni induse in Stuazioni quantitetive, convertire con flessibilita dl’interno ddlle
rappresentazion, interpretare le rappresentazioni e usarle per interpretare le Stuazioni rgppre-
santete
usare una varieta di rappresentazioni Smboliche, comprendendo le definizioni ricorsve e le
equazioni parametriche, per eplorareil comportamento ddle funzioni e ddle rdazion;
ragionare (partendo da grafidi, tabdle e formule) sulle funzioni derivate da dtre funzioni attra-
verso trasformazione (per esempio, g(x)=3f(x-2)+5), inversone, composizione e combina-
zione artmetica
Usare forme smboliche per rappresentare e analizzare Stuazioni e strutture matemati-
che
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Ne livdli 9-12, tutti gli studenti dovrebbero:

rgopresentare Stuazioni che coinvolgono grandezze variabili con espressioni, equazi oni, dise-
quazioni e Ssemi di equazioni usando unavarigtadi forme equivaent;

sviluppare una carta fadilita di cacolo con polinomi, vettori e matrici, usando le operazioni a
mano per i cas samplici e latecnologia per queli pit complicati;

riconoscere | dgebra smbolica come aritmetica adratta;

essere in grado di spiegare, confrontare ed evidenziare le differenze trale maggiori proprieta
degli oggetti e ddle operazioni definite dl’interno e atraverso ssemi (ad esempio, numeri ra-
ziondi, polinomi, matric e funzioni) quando seguono determingate regole 0 legi ddlla strutturg;
sviluppare drategie per decidere i risultati Smbolic generati con Srumenti tecnologici sono
ragionevali e interpretare quedti risultati in modo Sgnificaivo.

Usare moddli matematici e analizzarelevariazioni in contesti Sareali Saadstr atti
Ne livdli 9-12, tutti gli Sudenti dovrebbero:

moddlare un'ampiagammadi fenomeni con unavaigadi funzioni che comprende le funzioni
lineari, quadratiche, esponenzidi, raziondi, trigonometriche e definite per ricorsone e ricono-
scere che un particolare tipo di funzione pud moddlare Stuazioni malto differenti;
approssmare e interpretare I’ aumento e gli andamenti della variazione, da greficamente
che numericamente, per funzioni che rgppresentano unavarigadi Stuazioni;

goprossmare e trovare le intersezioni, i massmi e minmi e il comportamento asntotico di
funzioni einterpretare tdi risultati in contesti asssgnanti.

Discussione

Strutture, funzioni erdazioni

L’ ativita sulle grutture, le funzioni e I'dgebrand liveli 9-12 5 fonda fortemente sulle esperienze
precedenti degli dudenti. L'interpretazione e il ragionamento sulle forme grafiche, numeriche e
amboliche dovrebbe essere un ateggiamento abitude nelle dass ddla scuola secondaria Gli sudenti
dovrebbero essere in grado di muovers con flessihilita fra le varie rgppresentazioni di una funzione.
L’ esampio che seguerichiede di passare ddla rappresentazione verbde aqudla grafica

Un volo ddll’ Aeroporto SedTac di Washington dl’ Aeroporto LAX di Los Angeles deve girare
u LAX diverse volte, prima di essere autorizzeto ad aterrare. Tracciare un grafico ddlla
diganza ddl’aereo da Washington in funzione dd tempo dd momento dd decollo fino
dl’ aterreggio.

Gli studenti con un concetto di funzione non ancora formato spesso perdono di vida le varidaili
che gtanno rappresentando sul grafico e confondono il grafico con il percorso dell’ aereo, come mogirato
inFgura7.4.
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Volain quota

Aereo sde agres oende d |’ areoporto
Digtanza da Washington

AeaeQ girasull’ areoporto

Aereo dtarra tempo

Figura7.4. Soluzione di uno udente d problemaddl’ areoplano

Dopo una discussione in cdasse sulle varie rgppresentazioni di questas Stuazione, dovrebbero
esre autai a concentrard sulle rdazioni tra quantita che sono rgppresentate ndl grafico in modo che
possano vedere che il percorso circolare ddl’ aereo non risultera un cerchio sul grafico. Ruttogto, s
concretizzera in un'ostillazione ndlla disanza dd punto in cui ha origine, come nogtrato in Figura 7.5.
Con queda soluzione, d potrebbe poi chiedere agli dudenti di dimare la diganza del’ aereo
ddll’ aeroporto a un certo igante o di dencare tre istanti in cui la distanza ddll’ aereo ddll’ aeroporto € la
stessa

3050
3000
2950

Distanza da Washington Aereo atterra

f |
L Bereoarriva a LAY tempo.'

velocith costante
Figura7.5. Soluzione correttad problemaddl’ aereo

La disponibilita della tecnologia permette agli dudenti di fare domande che comportano un
esame piu gpprofondito ddle proprieta ddle famiglie di funzioni. Con la grefica, gli sudenti possono
aumentare o diminuire velocemente lascdain un grafico di unafunzione per vedere Sail comportamento
locde sa globde. Siccome é pesso difficile mescolare chiaramente le visioni Salocdi che globdi, gli
dudenti devono capire il comportamento funzionale dlo scopo di risolvere problemi come quello
mogtrato in Figura 7.6.

Per i vaori X [-10,10], yi [-10,10] & tracciao il grafico di un polinomio cubico. Lo schema
evidenzia due linee che sambrano esszre veticdi. Ci sono gia esattamente due radici nd
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diagramma. Occorre che ce ne da un'dtra? Se cod, dove dovrebbe essre? Abbozzare le
possibilitaper il grafico completo.

Fgura7.6. Grefico parzidedi un polinomio cubico.

Un software grafico puod autare gli sudenti a esaminare come il cambio di un parametro abbia
effetto sul grafico di una funzione. Lo studio de cambiamenti di parametro, aiuta gli Sudenti a capirei
modi in cui lefamiglie di funzioni possONo essere rgppresentate, come nel seguente problema

Esplorail grafico f(x)=r per differenti vaori di n. | cambiamenti su n che effetto hanno
aul grefico?

Congderacome 9 possarappresentare questa fami gliadi funzioni usando un“assen” per
mogtrare comeil grafico cambia quando n cambia

La conoscenza ddla famiglia di funzioni dovrebbe permettere dlo sudente di capire il grafico
tridimengondein Fgura7.7. S potrebbe chiedere agli gudenti di ricavare lerdazioni fraquesto grafico
e una rgppresentazione nd piano xy di dcuni dementi ddla famiglia dati da spedifia vdor di n,
preparando cos |la srada per la discussone sulle carte topografiche e su dtri us delle curve di livelo
per rappresantare in due dimengioni | fenomeni tridimensondi.

285



NCTM — Standards 2000 - ottobre 1998 Capitolo 7: Standard per i livdli 912
Figura7.7. Reppresentazione ridimengionale di f(x)=nx

Gli sudenti possono usare le loro conoscenze del concetti funzionali per risolvere problemi che
pOSSoNo essere interessanti per loro. Ad esempio, un insagnante potrebbe aiutare gli Sudenti a mettere
indeme le idee su raccolta de dati, misura e funzioni proponendo un esperimento per scoprire | effetto
della pendenza di una sdita sul tempo di caduta. In questo esperimento, un'asse orizzontde lunga 3 metri
viene innalzata come una rampa che puo essere Ssemata a vaie dtezze fra 0 e 100 centimetri. Gli
studenti sganciano uno skate-board dala cima della rampa e cronometrano lo skate-board finché s
ferma L’ dtezza della rampa dovrebbe essere modificata durante tutto I’ esperimento a dtezze come 15,
30, 45 e 60 cm. Piu corse dovrebbero essere fatte a ogni dtezza e regidrate in unatabdla Gli sudent
dovrebbero poi essere in grado di rgppresentare graficamente i dati e fare stime per i tempi di corsaad
dtre dtezze ddla rampa. Gli insegnanti dovrebbero incoraggiare gli Sudenti a discutere qudi fattori
posono oiegare le differenze frai tempi diméti e i tempi effettivi di corsg, o adimareil tempo di corsa
per un dtezza delarampadi 90 cm. Una volta che gli Sudenti hanno svolto I’ esperimento e raccalto |
dati, possono usare uno strumento tecnologico di adattamento curve per generare possibili leggi di
funzione per descrivere | deti e poi decidere qude famiglia di funziorn descrive meglio la Stuazione.
Quedta discussone pud condurli a pensare come la Stuazione fisca 9 mette in rdazione dle varie
possibilita per le funzioni; per essmpio, un modelo lineare non € una scdta giugta perché il ritmo della
variazone non € costante (adattamento da Fey ed. 1999).

Struttura e notazione ambolica

Le persone che conoscono i principi dgebrici fondamentdi e il smbolismo ddl’ dgebralo usano
per molte ragioni: per generdizzare i loro cacoli, per mettere per scritto un pensiero, per esernarlo
quando il procedimento e troppo complicato per farlo mentamente e per illustrarlo agli dtri. Gli sudent
nella scuola secondaria hanno bisogno di acquidre dimestichezza con il Smbolismo ddl’ dgebra, e hanno
bisogno di usare le proprieta inerenti dla Sruttura dgebrica in una vesta gamma di Stuazioni. Questo
richiede una combinazione di esperienza nd fare manipolazioni con carta e penna ddle espressoni
agebriche e ddla soluzione delle equazioni, e di espaienza ndl’ usare gli Srumenti tecnologic, comei
CAS (cdculator dgebra system), per le espressioni e per la soluzione delle equazion.

La dimedichezza nd manipolare i smboli dgericd € uno drumento utile, anche se non
necessaio, per la soluzione di problemi interessanti e praticd come il seguente. Supponiamo che
un‘organizzazione non a scopo di lucro abbia gopena ricevuto 40.000$ da utilizzare in un progetto.
L’ organizzazione va uta una spesa generde del 19% afronte di tutti i costi diretti dedl progetto. Quando a
uno dudente dela scuola media viene chieto di ricavare quanti soldi I'organizzazione debba
effettivamente spendere nd progetto, dovrebbe indirizzars verso una soluzione che s basa sui Smboli e
sui principi dgebrici; ciog, se C rgppresentala cifra che pud essere spesa per i codti diretti, dlora C +
0,19C = 40.000. Usando i principi dgebrid, indusa la digributivita, per cacolare C, lo Sudente trova
che s0lo 33.613,44% possono essere spes nei costi di progetto.
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Quanto accade ndll’ essmpio modtrato in Figura 7.8 (adattamento da Tucker 1995) richiede piu
ddla manipolazione smbalica
Se f(x)=x*1 e g(x)=(x+1)?, completa latabela ssguente.

) | 96 | f(ex) 9(f(x))
80 16
4 81

Figura 7.8 Problemadii composizione di funzioni.

Per completare la primarigadi questatabela, gli studenti hanno bisogno di conoscere solo come
cdcolare f(x) e g(x) dato x. Tuttavia, per completare la seconda riga, gli sudenti devono sgpere cosa
rappresentano i Smboli f(g(X)) e g(f(x)) e che cosasgnifica comporre funzioni, cos come capireil ruo-
lo ddlafunzione “internd’ ed “esternd’ in una composizione. Gli sudenti passono ragionare, usando la
conoscenza intuitiva ddl’ideadi inversadi una funzione, che siccome g(x) = 4, dlorax puo esseresal
che —3. Possono dlora determinare che x non pud essere 1, paché g(f(1)) e 1, non 81. Alternativa-
mente, gli studenti potrebbero notare che poiché g(f(x)) € 81, dlora f(x) deve essere 8 oppure —10.
Siccome f(X) € sempre maggiore o ugude di —1, deve essere f(x) = 8. Allorax puo essere sa 3 che—3.
Ma poiché ¢(3) = 16 e g(-3) = 4, lasoluzione € x = -3. Quindi, ¢i sono divers modi per affrontare que-
go problema, e ognuno richiede abilita. con smboli, concetti e ragionamenti agebrid.

[ Smbolismo ddI’ dgebra pud essere utile per regidrare le informazioni provenienti dale Stue
zioni redli in un modo che permette comodamente I’ andlis. Congdera cosa dovrebbero fare gli student
con il seguente problema:

La massma pendenza ddle rampe per I'accesso handicap € 8.33%. (Ciog, I'indinazione &
0.0833). Lamassima diganza da terra parmessa per una singolarampa ala massima pendenza
€ 30 piedi. Disegn ae unarampa per una portache halasuasogliaa 3.5 piedi sullasupefice
Qud éla lunghezza minima ddlla rampa che pud essere usata in questa Situazione? (Adetta
mento da Core Flus 1997.)

L’ inssgnante potrebbe guidare gli sudenti chiedendo: “quanto lunga deve essere unarampaper dzars
di 3.5 piedi dlamasima pendenza?’. Usando la loro conoscenzadi indinazione, gli siudenti dovrebbero
disegnare un grafico, scrivere e risolvere equazioni, come maodtrato in Hgura 7.9A. Poi, dopo aver rea

lizzato che una rampa di 30 piedi non é sufficiente, potrebbero arrivare a un dsagno che utilizza due
rampe, comein Fgura 7.9B.

ﬂf’ — 1 /

X /

— T

35/x =.0833
3.5=.0833x
X=4201
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A B
Figura7.9 Soluzioni per il problemaddlarampa

L’importanza dd ragionamento simbalico € particolamente evidente agli sudenti ndl contesto
degli ambiti gpplicativi. Condderail seguente problema:

Ogni ano la tua scudla fa una campagna pubblicitaria per vendere le T-shirt ddlascuola Sup-
poni che tu abbia il compito di ordinare una fornitura di T-shirt e di fi ssarneil prezzo. Il tuo
o0po € pianificare in modo damessmizzareil profitto per il progetto. Simalafunzione della
domanda ossarvando la tua dasse e cdcolando quante T-shirt sarebbero acquistate a ognuno
de prezzi che seguono. Poi usal’ effettivo numero di sudenti ndllascuola per simareil nume-
ro di T-shirt che sarebbero vendute aognuno del prezzi.

. Numerototdeddle Numero medio ddle . '
Prezzoinddla . S . i : . Numero simato di

. T-shirt chei tuoi compagni di dassedicono| T-shirt comprate daogni . ’

ri . y T-shirt per I'interascuola

di comprare aquesto prezzo compagno di dasse

4

8

12

16

20

Gli sudenti potrebbero portare avanti problemi come queli che seguono:

Trovare unafunzione domandav(p) che predicale vendite di T-shirt in funzionedd prez-
zop.

Trovare unaregolache predical’ entratain funzione dd prezzo.

Trovare il prezzo che da la messma entrata Poi, cdodlare il numero ched S aspetta di
vendere e’ entratatotde aquel prezzo.

Supponendo che ogni T-shirt cogti 5%, trovare una regola che dia il costo in funzionedd
prezzo.

Trovare unaregolache predicail profitto in funzione de prezzo.

Trovare il prezzo che da il massmo prdfitto. Poi cdcolare il numero che d S aspettadi
vendereeil profitto totde aque prezzo.

Le risposte a questi problemi possono dare origine a indagini piu goprofondite. |l prezzo che
rende messmal’entrata e ugude d prezzo che rende massmo il profitto? perché? cosa succede seviene
offerto uno sconto quantitativo per grandi quantita di T-shirt? Gli sudenti possono unire la conoscenza
del smbolismo, la druttura, e il contesto per portare avanti questi problemi. (Adattamento daHeild e d.
1995.)

Gli gudenti nel liveli 9-12 sviluppano conoscenze sempre pitl consstenti del concetti di variabile,
espressione, eguazione e funzione. C'é un centro di interesse aggiuntivo nello sviluppare in loro la capa-
dta di ragionamento smbalico e la fadlita nela manipolazione smbalica, fino dl’ adilita di intendere
I' dgebra come aritmetica generdizzata e I’ dbilita di riconoscere e di ragionare sulle forme smbaliche
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Variazione e creazione di moddli

Il concetto di andamento della variazione di una funzione dovrebbe essere ampliaio nella
meatematica ddla scuola secondaria L' esempio fornito in Figura 7.10 prefiguraleidee ddl’ analis. Sale
informazioni grafiche che numeriche suggeriscono che 'y = x? @ quiasi lineare per valori di x molto vidni a
3.

Desivere il grafico f(x)=¢ usando i vaori % [2.995,3.005], Y [897,9.03]. Sambra una
parabola?

Considera la tebella di deti (i valori di X sono arotondti dla terza difra dedimdle). | dati
confermano latuarigpogta? Creaun grefico de vaori ndlatabdla

X 2995 [ 29% | 2997 | 2998 | 2999 | 3000 | 3001 | 3002 | 3003 | 3004 | 3005

f(x)=x | 8970 | 8976 | 8982 | 8983 | 89%4 | 9000 | 9006 | 9012 | 9018 | 9024 | 9030

Come potresti utilizzarei dati per gpprossmare!’“indinaziong’ di f(x)=x* in x=3?
Fgura7.10. Esame ddlavariazione

Condderare il concetto di “indlinaziong’ per una parabola puo portare dl’idea di andamento
ddla variazione igantanea, un concetto centrde ndl’ analisi. Questo & anche un ambito in cui la
conoscenza degli sudenti sulle funzioni lineeri puod essere refforzata e in cui le connessioni frai grefid, le
tabele ei Imboli possono essere evidenziati.

Un dtro uso importante delle funzioni € ndlla creszione di modeli matemaici. La creazione di modelli
comporta decidere in merito agli aspetti atinenti dla Stuazione dd mondo rede, rappresentare quegli
agpetti con funzioni, andizzare e ragionare sulle proprieta ddla stuazione di cui 9 crea il moddlo e
condderare la coerenza de modelo dlastuazione di cui S vuole trovare un modelo.

Alcuni problemi sulla creazione di moddli danno origine dl’iterazione, un concetto importante
per dudiare i process che g ripetono. | fogli dettronici sono piuttogto utili per risolvere problemi smiili,
molti dei quali possono essare usatl con Sudenti a vari liveli ddla scuola secondaria, usando metodi di
gpproccio che dipendono da grado di raffinatezza che gli Sudenti hanno con il ragionamento smbalico e
con acune idee come lo scrivere | espressone per una funzione ricorsvamente. Conddera I’ esempio
ssguente

Una studentessa s & fatta una distorsone d ginocchio durante una partitadi palavolo indoor
e il suo dottore le ha prescritto un farmaco anti-infiammetorio per ridurre il gonfiore. Deve
prendere due padtiglie da 220 mg ogni 8 ore per 10 giorni. |l suo renefiltrail 60% di questo
farmaco dd suo corpo ogni 8 ore. Quanta medicina ¢'é nd suo organismo dopo 10 giorni?
(Condglio Naziondedi Ricerca 1998, p.80).

Uno studente potrebbe abbozzare questo problema creando una tabella dei vaori mettendo in
rlazione il numero de periodi di 8 ore con la quantita di famaco che reta ndl’organismo ddla
sudentessa (Tabdla 7.1). Questa tabella pud essere continuata per 10 giorni. Gli Sudenti che sono a
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primi sadi nd loro sudio della notazione agebrica potrebbero notare che un vaore nella colonna a, S
trova moltiplicando il precedente vaore per 0,4 e aggiungendo 440, determinando percio il bisogno di
una notazione piul conveniente come |’ equiazione ricorsva, a1 = 0,4 an+ 440, che pud essere usata per
generare velocemente la tabella in un foglio dettronico. Le Stuazioni come questa possono fornire a

ragezzi | opportunita di trovare le vaiabili fondamentdi in un problemae di determinare le rdazioni fradi
ese.

n Giomo Tempo (ore) an = farmeco cherimane (mg)
0 1 0 440

1 1 8 0,40(440)+440=616

2 1 16 0,40(616)+440=686.4

3 2 24 0,40(686.4)+440=714.56
n 040(a,1)+440

Tabdla7.1 Soluzione pazide d problemaddlaritenzione dd farmeco.

Usando il foglio di calcolo o gppodite cdcolatria grafiche, gli sudenti facendo il grafico del punti

(n,an) possono osarvare chei vaor 9 avvidnano a un asntoto orizzontale, che potrebbe essere utile
per illusrare la nozione di equilibrio. Ne liveli superiori, gli dudenti possono esplorare la natura
esponenzide dd gréfico e ottenere un'equazione in forma chiusa a, = -293(0,4)" + 733. Le funzioni

definite per ricorsone sono uno srumento prezioso per risolvere e andizzare le Stuazioni redi. Dd

momento che d sono Situazioni di cui S pud trovare un moddlo ricors vamente ma dove una espressone
in forma chiusa non g riesce a trovare, la creszione di moddli e il ragionamento ricorsivi dovrebbero
essere incoraggiti.

Attraverso uno dudio equilibraio e coerente ddle funzioni, dele rdazioni e dd linguaggio
samboalico dell’ dgebra, gli sudenti dovrebbero completare la scuola secondaria in modo da riconoscere
I'equivdenzafrale epressoni edi convertire con flesshilitadl’ interno delle varie rappresentazioni delle
funzioni. Dovrebbero essere in grado di riconoscere la druttura di un problema, di rgppresentarlo
maematicamente e di interpretarne i risultati. Gli insegnanti dovrebbero Sruttare le opportunita offerte
dagli srumenti tecnologici per promuovere la conoscenza degli Sudenti su questi concetti, e per
sviluppare e capacita matematiche necessarie nd mondo.

Standard 3: Geometria e senso dello spazio

| programmi di matemética devono essere atenti dla geometriae d senso ddllo spazio in modo che tutti
oli sudenti:

andizzino le caratterigtiche e le proprieta degli oggetti geometrici bi- e tridimendondi;
sdezionino e udno divers sgtemi di rgppresentazione, comprese le coordinate geometriche e
lo dudio de grafia;

riconoscano ' utilita di trasformazioni e sSmmetrie ndl’andis di Stuazioni matematiche;
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usno la visudizzazione e il ragionamento oazide per risolvere i problemi dl’interno e
al’ esterno ddlamatematica

Elaborazione: livdli 9-12

L'inssgnamento ddla geometria nel livelli 912 dovrebbe codtruire negli sudenti esperienze dai
liveli piu fadili fino a liveli piu formdi e compless di conoscenza geometrica
La precedente conoscenza geometrica degli studenti diventa piu profonda, acquisiscono nuovi strumenti
importanti che possono essere usati in un‘ampia gamma di gpplicazioni, e diventano competenti ndlla
prova

Le dass di oggetti che formano il nucleo ddla geometria della scuola superiore (linee, angoli,
poligoni, cerchi, e una vaidga di oggeti tridimendondi) sono tante quante na liveli precedent.
L 'insegnamento ddla geometria ne liveli 9-12 dovrebbe essere centrato pitl sulle relazioni atorno questi
oggetti che sugli oggetti di per se gess o aulleloro proprigtaindividudi.

Un demento critico nello udio della geometria per gli sudenti nel liveli 9-12 € sapere come
giudicare, codruire, e comunicare le dimostrazioni. La tecnologia eettronicamette in grado gli sudenti di
esplorare dinamicamente le relazioni geometriche, offre agli Sudenti la visude e la misura di come
investigano le Stuazioni geometriche. Gli insegnanti della scuola superiore afrontano unimportante fida
nel bilanciare questo uso di tecnologia per esplorare idee e sviluppare congetture attraverso 1'uso ddl
ragionamento deduttivo. Gli studenti dovrebbero essere in grado di formulare da se stess particolari
condusioni sugli oggetti geometrici 0 sulle rdazioni tra solidi. Invece non e importante che gli Sudenti
dominino un particolare formato per presentare delle dimogtrazioni. Mentre lo € che gli sudenti vedano
la forza ddla dimodrazione ndlo Sabilire affermazioni generdi (teoremi) e che dano capaci di
comunicare effettivamente le loro dimodrazioni ndlo scrivere.

Gli dudenti dovrebbero possedere una gamma di rappresentazioni, comprese le coordinate, le
rlazioni trigonometriche, le reti, le traformazioni, i vettori e le matrici, che possono flessbilmente
agoplicare ndlle stuazioni che sono inerenti dla geometria e anche dove la geometria non € l'ambiente
originde. Non tutte le dtuazioni geometriche che gli sudenti incontreranno |i guideranno dl'andis
dlinterno dd dgema eudideo. Altri Sgemi dterndivi, come grefid, la geometria Serica o i fraitdi
possono fornire vie per egplorare queste Stuazioni. Lo sudio ddla geometria ndla scuola secondaria
fornisce un mezzo di descrizione, di andig, di osservazione, e di comprensione dd mondo fisco e ddla
bellezza delle sue Strutture.

Punti nodali per i liveli 9-12

Analizzare le caratteristiche e le proprieta degli oggetti geometrici bi- etridimensionali

Ne livdli 9-12, tutti gli studenti dovrebbero:
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esplorare relazioni, fare e testare congetture, e risolvere i problemi che coinvolgono dlass di
OQQetti geometric adue eatre dimengoni;

connettere lageometria ad dtri argomenti di matematica (per esempio, lamisura, I'adgebra, la
trigonometria), metterlain rdazioni con dtre aree di interesse (per esempio, arte, architettura)
e uslaper risolvere problemi;

riconoscere che la geometria € un esempio di Sema deduttivo, codruito con termini
primitivi, assomi, definizioni e teoremi; e usare la deduzione per dadilire la vdidita ddle
congetture geometriche e per dimodrare teoremi.

Sdezionare e usare divers sstemi di rappresentazione, comprese le coordinate
geometricheelo studio de grafici

Ne livdli 9-12, tutti gli studenti dovrebbero:

indagare e verificare congetture e risolvere problemi che coinvolgano figure a due e atre
dimensioni, rappresentate con coordinate rettangolari;

eglorare dtri Sstemi di coordinate (p.e. di navigazione, polare, Serico) ei loro ug;

esplorare sgemi geometria discretiffiniti (reti) ele loro carateristiche e gpplicazion;

usare rdlazioni trigonometriche per risolvere problemi.

Riconoscere I’ utilitadi trasformazioni e smmetrie ndl’analis di Stuazioni matematiche
Ne liveli 9-12, tutti gli Sudenti dovrebbero:

rappresentare tradazioni, riflessoni, rotazioni, e dilaazioni/contrazioni di oggetti nd piano
usando schizzi, coordinate, vettori, 0 matrici e usare queste rappresentazioni per guadagnare
informeazioni sulla trasformezione;
esendere le trasformazioni dle tre dimensoni, indudendo la Smmetria riflessa e rotazionde
dea solidi;
comprendere che le trasformazioni (con I'operazione di compodzione) sono un Ssema
dgebrico di funzioni.
Usare la visualizzazione e il ragionamento spaziale per risolverei problemi all’interno e
all’esterno della matematica

Ne liveli 9-12, tutti gli Sudenti dovrebbero:
disegnare e interpretare oggetti a due e a tre dimengoni indus queli che coinvolgono la
sovrgpposizione di figureloggetti e qudli cherichiedono linee audliarie
andizzare le sezioni, i troncamenti, le composzioni e le scompodzioni di Oggetti
tridmensond;
visudizzare oggetti tridimensondi da diverse progpettive

Discussione
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Formaedruttura

Ddla scuola superiore, gli sudenti dowrebbero avere acquisto una larga serie di oggetti e di
proprieta geometriche. Dovrebbero avere avuto I'eperienza di fare e giudificare semplici congetture a
proposito ddle razioni fra questi oggetti. Ne liveli 912 la complessita ddlle rlazioni, € presentate
daticamente o dinamicamente, deve essere edesa e goprofondita Usando software dinamici di
geometria o0 moddli fisd, gli Sudenti possono esplorare velocemente una serie di esempi. Possono
andizzare quelo che sembra cambiare e quelo che sembra rimanere invariato, e possono creare
collegamenti a propogito di una data Stuazione geometrica. Per esempio, gli Studenti possono ossavare
che le diagondi dd pardldogramma gppaiono incontrard nel loro rispettivi punti medi. Molti sudenti
potrebbero essere contenti di fermars a questo punto, convinti che la loro osservazione deve essere
generdizzata perché s pud presare a pitl esampi. Comunque, I'insagnamento effettivo deve afrontare
queste ipotes. Possono trarre vantaggio da queste opportunita per incoraggiare gli sudenti a sviluppare
una conoscenza pitl gpprofondita attraverso la formulazione verificabile di congetture, I'esplorazione di
chiarimenti possibili, einfine lasoluzione.

| software di geometria dinamica offrono I'opportunita di eplorare e di fare collegamenti. Per
esempio, usando tai software gli Sudenti passono dissgnare un triangolo e codruire il punto medio del
lati. | punti medi di questi tre lati possono essere congiunti e il rapporto tral'area dd triangolo dei punti
medi e l'area dd triangolo originde pud essere cdcoolaa (Figura 7.11A). Comunque gli studenti
trascinino un vertice per creare triangoli differenti, S vede cheil rapporto rimane costantemente ugude a
0.25. Una domanda e s queda rdazione e senpre la dessa; risolvere il problema richiede
un’ argomentazione logica e una dimodrazione da pate ddlo sudente. La dimodrazione potrebbe
comprendere: una rappresentazione sintetica che Srutta la proprieta delle trasversdi di linee pardlde o
una rgppresentazione anditica che usufruisce ddl'dgebra

R A2 =

Fgura7.11 Esplorarei risultati dei punti medi

Una naturde estensone € quela di guardare se tde rgpporto costante esiste per quadrilateri
convess. Dopo aver testato questi collegamenti, gppare che il rapporto delle aree € ancora costante
(questa volta 0.5) ndl caso del quadrilateri (Figura 7.11B). Cosa succede a proposito del pentagoni
convess? Gli sudenti che sono incoraggidi a esplorare questa idea dovrebbero scoprire che, quando i
punti medi del lati di un pentagono generadle Sono congiunti, Non emerge nessun rgpporto di aree. Un
contro esempio potrebbe essere il risultato ateso dell’ indagine.

Una seconda possibilita di estensione € congiungere il punto medio di un lato dd triangolo conil
punto che divide in tre parti ugudi ciascuno degli dtri due lai, come & modtrato in Figura 7.11C (ela
cogruzione dd punto di trisezione € un problema di per s¢ impegnativo). Man mano che vengono
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eploraie dtre divisoni proporziondi dd triagolo, diventa interessante andizzare le suddivisoni
ddl’area. In questo tipo di metodo esplorativo gli Sudenti possono porre domande per un'estensone e
per un'esplorazione pitl avanzata.

Gli qudenti ne liveli 312 dovrebbero essere capaci di rispondere a domande, e verificare i
teoremi a proposito ddle Stuazioni geometriche anche quando i diagrammi che tracciano sono un po’
compless. Gli insegnanti potrebbero modificare il problema come ndla Figura 7.12 per vdutare la
capacita degli sudenti atrovare rdazioni in un modo meno drutturato. Per esempio, gli insegnant
potrebbero fornire solo la figura e la domanda agli sudenti che devono trovare una coppia di triangoli
congruenti 0 una coppia di triangoli Smili, o dencare dtre rdazioni ddla figura Agli Sudenti pud poi
essererichieto di giudificare le loro affermazioni sulla base del teoremi e dei fatti precedenti.

NelafiguraagnidraAF = BD, FG = FB, e FG
epadldoaBD.

a) Indica il triagolo che & congruente &

AFG
b) Dimograche AFE ésmileaDCE,
c) Dao che AF = 18m, FE = 6om,
G CD =9cm, e DE = 8cm, cdcolaCE e

6 EG

Fgura7.12. Figurageometricacomplessa (da Beng 1995).

Andogie tra Stuazioni uni, bi e tridimensondi offrono I'opportunita di accrescere le conoscenze
ddlo sudente. Per esampio, gli studenti potrebbero pensare come i due punti che sono equidigtanti da
un punto fisso su di una linea (Stuazione unidimensonade) sono anadloghi a un cerchio quando un punto
fissato e dato nd piano (Stuazione bidimensonde) e a una Sera quando il punto € dato ndllo pazio
(Stuazione tridimensonde). L'uso dd Teorema di Pitagora per cdcolare la distanza tra due punti in due
dimengoni (Figura 7.13A) ha una controparte in tre dimensioni (Figura 7.13B). Applicando due volteiil
Teoremadi Fitagoras ottiene un metodo generdizzato per il cacolo ddladisanza

Tl | d

C TR

a C ==
Sl B b
h a
c?=a%+ b? x*=a’+b%ed’=x*+c&
Cosi d?’=a%+b?+c
A

R
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Figura7.13. Il Teoremadi Pitagorain due e tre dimengioni
I teorema descrive ancora la digtanza tra due punti, ma nello spazio | punti dovrebbero essere
agli angoli opposti di un pardldepipedo e richiederebbe tre coordinate per andizzarlo anditicamente.

Lageometria fornisce metodi per visudizzare problemi che vengono da ambienti non geometriai.
Per esempio, rdla probabilitai problemi possono essere idedti in maniera pitl accessibile quando sono
visi geometricamente. || problemandlaFigura 7.14 richiede I'uso della diseguaglianza triangolare.

0.1
Un segmento, lungo 18 pollic, €
diviso in modo cesude in tre pezzi. x=0

Qud e la probahilita che i tre pezzi y=3
possono essere usdi comei lati di un
triangol0?
18,0)
(0.0)
x+y=9

xty=18
x+y=0

Figura7.14. Probehilitadi costruire untriangolo

Supponiamo che X e y rgppresentino due delle tre parti. Poiché sono lunghezze devono non
essere negative. Quando il totde di tutti i trei lati € 18 laloro sommadeve essere meno di 18. Cosi tutti
i possihili vaori per x e y devono essere contenuti ndlla regione limitata x>0, y>0 e X + y<18 - ciog,
dl'interno dd triangolo con i vertici (0,18), (0,0), e (0,18) modrato nella Figura 7.14. Nd formare il
triangolo, la dissguaglianza triangolare implica che x ey devono essere inferiori a9, malaloro somma
deve essere piu di 9. Cod il triangolo ombreggiato nella Figura 7.14 contiene tutte le soluzioni possibili.
Poiche il triangolo ombreggiato € un quarto ddl'area dd triangolo pit largo, céil 25% di probabilita che
il triangolo g formi.

Le goplicazioni ddla geometria in Stuazioni pratiche abbondano. la progettazione di un
impacchettamento ottimale, parti e dtrezzi di macching, arte, architettura, tutto 9 fonda sull'andis
geometrica per la loro creszione. 1l mondo fisco naturae attorno a noi € pit comprensibile quando é
viglo atraverso unalente geometrica

Coordinate geometriche e altri moddli geometrici

| problemi geometrici coinvolgono spesso la creazione di una scdlta trale molte rappresentazioni

possibili. E necessario che gli studenti re livelli 9-12 sviluppino unasufficiente fadiliti.ndl'gpprendimento
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del vari moddli in modo che possano beneficiare da gpproca dterndtivi di problem solving, percors
dterndivi per lacomprensone da concetti, e lericche connessioni che questi moddli permettono.

La geometria andlitica offre agli sudenti un mezzo potente per legare concetti dgebric e
geometrici, aricchendo cos entrambi. Per esempio, quando s generdizzano le possibili soluzioni di
un’ equazione di secondo grado, I’esame dd grafico della parabola rende chiaro che esiste uno solo del
tre cad: due soluzioni se la parabola interseca I’ asse delle X, una se e tangente ente, e nessuna se non
linterseca. D'dtra parte, la formula quadratica fornisce uninterpretazione agebrica di quedti ced. La
formula quadratica pud essere scritta come segue:

- b+4/b?- 4ac

Seax*+bx+c=0eal 0,dlorax = >
a

Gli studenti dovrebbero vedere che questa formula da origine a due radici redli, una redice regle,
0 due radici complesse, a seconda dd vaore ddl'espressone sotto radice. Inoltre, questi cas
corrispondono esdttamente ai tre cas geometrici elencati sopra. L'espressione b? - 4ac é chiamatalil
discriminante, perché discrimina queste possibilita

Gli sudenti ddla scuola superiore dovrebbero anche esplorare | problemi per i qudi | Ssemi di
coordinate polari, di navigazione, 0 Seriche sembrano essere una rappresentazione piul utile. La trigo-
nometria, incdluse le leggi ded seno e del coseno, € importante per sabilire unalarga varieta di formule per
le aree. Provvede anche d naturae collegamento con il concetto di funzione circolarein dgebrae con la
teoria ddla misura e incoraggia dtri gpprocc per risolvere problemi. Gli sudenti dovrebbero muovers
agevolmente tratutti questi Ssemi di rappresentazione e fare vautazioni a proposto del vantaggi di cia
scuno circa un problema particolare.

Due ulteriori sstemi di rgppresentazione sono sorti da settori della matemtica piul recenti, e
dovrebbero essere parte della geometria che gli sudenti incontrano ndlla scuola superiore. 1l primo di
questi sono i grefi finiti (drutture di vertic e oigoli) ingeme con le loro rappresentazioni matricidi. Ne
problemi dove un numero finito di oggetti devono essere uniti dalinee (cioe podti inrete), | grafic discreti
forniscono un moddlo efficiente per rigoondere dle domande sul numero ddle posshili srade, le
lunghezze di ciascuna e la rotta migliore sotto condizioni fisste. La riflessone dgoritmica pud essere
vaorizzata ddla condderazione di metodi per soddisfare queste condizioni. Segue un esempio.

Ci sono sdtte piccole ditta nella contea di Smith che
sono connesse |'un I'dtra da strade sterrate come nel

diagrammaasgnidra (Il degrammanon éin scda). Le
diganze sono in chilometri. La contea, che ha un

bilancio limitato, vuole codtruire ddlle strade in modo
che le persone possano spostars di cittain citta su
drade adfdtate, Sa direttamente Sa indirettamente,

ma in modo che il numeo totde d miglia sa
minimizzato. Trova una rete di vie adfdtate che
rigpondano a requisti ddla contea Elimina ogni
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Sradanon asfdtatadd tuo disegno (adettato da Coxford 1996)

Trasformazioni esmmetrie

Ddla scuola superiore, |0 studente dovrebbe avere un' esperienza con le trasformazioni ddlla
geometria dementare: tradazioni, riflessoni, rotazioni e dilatazioni/contrazioni. Gli sudenti della scuola
superiore dovrebbero essere pronti a usare in percors sempre pitl generdi queste trasformazioni fino a
indudere grafidi, rotazioni come Ry € matrici. La rgppresentazione maricide permette lo sudio di
trasformazioni come oggetti con proprieta proprie, e rende evidenti collegamenti naturdi e potenti a
concetti trovati per i numeri e per I'dgebra S consideri come il seguente esempio potrebbe autare gl
sudenti acapire le matrici come srumenti rappresentaivi e anche a giungere a una profonda conoscenza
delle trasformazioni geometriche. Agli studenti potrebbe essere domandato di leggere la ssguente
Spiegazione e rispondere nel dettagli in modo che possano spiegarla adeguatamente a £ sess e al loro
compagni.

Il triangolo ABC con A(-5,1), B(-4,7) e C(-8,5)

pud essere  rgppresentato ddla marice (8.5) H‘; )
&5 -4 8i !
€1 7 sH ¢

[5. 1) A
ALLO STUDENTE: Cosarappresertano lerighe

ele colonne ddlameatrice ?

Lariflessone dd triangolo ABC rispetto dlarettay
= X puo essere rappresentata ddla seguente

-~

moltiplicazione [4.7) ¥

f [-8.5] B P

-~
© 165 -4 -8)_¢1 7 50 ¢ ,
& 0§l 7 54 &5 -4 -8 (sapia |7
'__—'
in modo chei vertici ddll'immagine sono o
A'(1-5), B((7,-4), C'(5:-8) i A_fr<'7- B' [7.-4)
ra
. , (-

ALLO STUDENTE: Perché la moltiplicazione o ,

o o g C (59
per %L Ourqopreselmqueﬂarlﬂone? .

u
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Una successiva rotazione di 90° in senso orario [4.7) B"(4.7)

attorno dl'origine pud essare rgppresentata come | (-8.5) ﬁ B " (8,5)

segue: c *
[5.1]%A A"5.1)

© w1 7 50 & 4 &
8 o{gs5 -4 -8 & 7 8 A B' (7.-4)
coscchéi vertic della secondaimmeagine sono (-5
A"(5,1),B"(4,7) eC"(8,5). C' [5,8)
ALLO STUDENTE: Peché la maltiplicazione

per g _0 Hrapprmltaqueita rotazione?
s u

Nota, come mostrato a desira, cheil prodotto ddlle
maricd di due traformazioni, da la matrice di
un'dtratrasformazione. Questa matrice rappresenta

una riflesione rigetto dl'esse ddle y, la @ -1u & 1u é1
trasformazione che manda il triangdo ABC nd & oH & od o

triangolo A"B"C".

ALLO STUDENTE: usa la noltiplicazione fra
matric per trovare limmeagine dd triangolo ABC
con latrasformazione rgppresentata da

&1l Ou e
e g- Qudl eil risultato per i vertici A"B"C"?
e0 1

Le matrici sono un modo utile per rappresentare le trasformazioni, dove il loro prodotto rgppresenta una
compogzione di trasformazioni.

ALLO STUDENTE: Spiega che cosasgnifica, basandoti sulle discussioni di cui sopra

Nota che 'ordine delle operazioni & importante. Se
i due fdtori sono invertiti, rappresenteranno una € 1u é0 -1 é Ou
trasformazione differente. g o & oHdDH -

ALLO STUDENTE: Che trasformazione
rappresenta questa matrice? Come comporredi le
due traformazioni dete per produrre questal
trasformezione? Dissgna limmeagine dd triangolo
ABC usando questa composzione di
trasformazioni e veifica la tua rigposa usando la
moaltiplicazione framairid.

Ci sono interessanti generdizzazioni per questo problema. La trasformazione ddl quadrilatero
pud essere rgppresentata usando la maltiplicazione di matrici? Cosa, dltre questa trasformazione, pud
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essere rgppresentata ddle matric? Ci sono condizioni sotto le qudi la maltiplicazione di marici €
commultativa?

Gli gudenti nel livelli superiori dovrebbero formalizzare la Smmetria per oggetti a due o tre dimensioni,
riconoscendo le Smmetrie come riflessoni o rotazioni notevoli di una figura su se sessa Gli ingemi di
trasformazioni e le operazioni definite su di posono essere dudiate come apetti con le loro
proprieta. Questioni Srutturdi, come la chiusura, I'essenza ddl’inverso, e la commutativita possono
essereinvesigdi e goplicati quando s andizzano ingemi di trasformazion.

Visualizzazione eragionamento spaziale

Gli sudenti devono imparare a fare atenzione a dettagli di un disegno o di unadescrizionedi un
0ggetto fisco, e dovrebbero lavorare per formare unimmagine mentde di s devonoardizzarele
sue rdazioni con gli dtri oggetti. Un diagramma simile aquelo dellaFigura 7.12 & complesso. E diffici-
le per ino studente rigpondere a problemi su di ameno che le sue cardteridtiche chiave possano
essere identificate e isolate. In Figura 7.12, FG é pardldo aBD. | ssgmenti AB, FD, e AC sono tutti
trasversdi a questa coppia di ssgmenti pardldi. Gli sudenti devono essere cgpaci di concentrars Ui
segmenti pardldi e su ognuna di queste trasversdi per identificare le coppie di angoli congruenti o sup-
plementari e rispondere dle questioni avanzate. E atraverso molte esperienze, prima con figure sem:
plici, e dopo con qudli piu compless, che gli sudenti possono sviluppare quest'abilita visva

Mentre gli sudenti dovrebbero arrivare nella scuola superiore con esperienze ottenute creando og-
getti atre dimensoni a partire da disegni a due dimensioni, trovando il volume e simando lasuperficie, &
necessario ne livdli 312 un'esperienza concreta supplementare per autare gli Sudenti a etendere la
loro conoscenza deglli oggetti nello spazio. Visudizzare oggetti qudi il solido ottenuto quando una figura
€ ruotata intorno a un asse, qudi laforma di una sezione obliqua formata quando un piano taglia un cono
(una seZione conica) 0 un dtro solido, o qudi la forma de solidi troncati, richiede che gli Sudenti
eaborino damoddli fisd dadisegni. || software visivo pud essere utile in questo tentativo.

Interessard @ problemi geometrici sviluppati in un contesto di disegni con la prospettiva pud
codtruire lacapacitadi visudizzare. S consderi il seguente problema (adattato da ARISE):
Nd disegno d sono due pdi telefonic disegnati in prospettiva. Vorremmo disegnare un dtro
pao, EF, che abhialasessadisanzadd pao CD che questo hada pao AB.

. A

Fgura7.15A
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Se gli gudenti pensassero dla Stuazione in due dimengoni, potrebbero riconoscere che ABFE
sara un rettangolo, e che le diagondi dd rettangolo S intersecano nel punto medio di CD, come € mo-
grato nellaFigura 7.15A. Applicando queste relazioni dlaStuazioni modtratain prospettivas potrebbe
rendere chiaro cosa occorrefare, come &€ mogtrato nella Figura 7.15B.

A B
Figura7.15. Soluzione dd problemade pdli telefonici

Pensare e raffigurare oggetti tridimensondi e difficile per molti sudenti. Creare e andizzare dise-
gni in progpettiva, pensare come 9 formano linee e angoli su una superficie Serica, lavorare per com
prendere le orientazioni e disegnare in un Sstema di coordinate rettangolari tridimensiondi contribuisce
dl’ abilita degli studenti di pensare e ragionare Spazidmente. Queste cose, con I'esperienza ndle due d-
mensioni e con un solido bagaglio di ragionamenti deduttivi possono essere le componenti dello sudio
della geometria ndlla scuola superiore.

Standard 4: Misura

| programmi di matemética devono dare Spazio a problemi di misurain modo che tutti gli studenti:

cgpiscano le grandezze, le unita, ei Sstemi di misurg;
goplichino diverse tecniche, srumenti, e formule per determinare le misure,

Elaborazione livdli 9-12

Solitamente, la misura é visa come un processo di assegnazione di uno o pil numeri dle grant
dezze di un oggetto, come ladescrizione dd peso e le dimengoni di dcuni oggetti, oppure ddllaloro ve-
locitae accderazione. A livelli superiori, il concetto di misuras amplia

Gran pate ddla matematica congge nd definire il problema ddlo spazio dentro il qude la
Stuazione ha senso e, in saguito, nello scegliere una rgppresentazione che tenga conto di un'efficiente
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misurazione dele parti di questo spazio. Le drutture piti comunemente usate a liveli 9-12 sono: laretta
de numeri redi, il 9gemadi coordinate rettangolari e il Sema di coordinate polari. Per essmpio, un

problema che coinvolge la densita di traffico su una porzione di autostrada, potrebbe essere organizzato
razionadmente con una retta numerica usando rilevatori di miglia per determinare le coordinate. Un
problema che coinvolge uno spostamento in una citta, potrebbe essere condderato usando un ssemadi

coordinate rettangolari, basato su un isolato dittadino come unitd, benché la misura ddle distanze dipenda
Sadd fato che le lunghezze degli isolati sono uniformi, 9a dd fatto che le diganze possono essere
misurate atraverso I'isolato cittadino. Un problema che coinvolge la densita di popolazione circostante
unacitta, potrebbe essere visuadizzato su un sstemadi coordinate rettangolari. Comunque, la truttura di

un sstema di coordinate polari, sarebbe molto pit conveniente in questo caso, poiché la dendita ddlla
popolazione tende a diminuire con la diganza radide da una grande citta. La Figura 7.16 modtra la
dendta della popolazione atorno dladitta di Belingham.

Fgura7.16. Densita della popol azione atorno a Bdlingham.

Oltre a scegliere una rgppresentazione gppropriata, gli sudenti della scuola superiore
dovrebbero essere in grado di scegliere un’unita gppropriata d problema consderato. Per esempio, la
velocita di un insetto, cacolata come 4 cnv/sec, € piu semplice da capire che | equivdente 0,00004
knmv/sec. Le misure derivate, come la dendta di popolazione, la pressione o I'accderazione, passono
essere formate ddla combinazione di varie misure dirette. Una particolare attenzione covrebbe essere
dedicata dle proporzioni tra misure, come il tasso di variazione. Le misure indirette, come la velodita
idantanea e I'area dl’'interno di una figura irregolare, posONO essere raggiunte  atraverso
approssmazioni successve.

Nozioni sulle scale metriche e ulle variazioni delle stesse, dovrebbero essere congderate a
livello di scuolasuperiore. Esempi di variazioni di scale indudono il poszionamento di uno schermo suun
cacolatore grafico per ossarvare il comportamento locae o globde di una funzione, o utilizzo di
graduazioni logaritmiche per lineerizzare il grefico di dati esponenzidi. Gli Sudenti dovrebbero essere
consgpevoli degli erori di misuraedi come questi aumentino durante un calcolo, e dovrebbero esserein
grado di scegliere un margine accettabile di errore per una determinata Stuazione problematica
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Areedi interese per i liveli 9-12

Capirelegrandezze, le unita, ei sstemi di misura
Nei livdli 9-12 tutti gli sudenti dovrebbero:

sdezionare un’ adeguata unita di misura o scada e capire le scete che vengono faite;

andizzare come i cambiamenti nellamisura ddla grandezza di un oggetto S colleghino ad dtri:
ad esampio, come il modo in cui la variazione ndl raggio o I'dtezza di un dlindro influenza
I'areaddlasuperficeoil volumedd dlindro;

cgpireil tasso di variazione come quoziente di due diverse misure;

usare goprossmazioni successve per trovare aree etass di variazione.

Applicare diver setecniche, srumenti, e formule per determinarele misure
Ai livdli 9-12 tutti gli sudenti dovrebbero:

goplicare tecniche di cambiamenti di scdla per osservare un problema da diverse prospettive
come cambi di “finesrd’ nel grafid di funzione:

ussre misurein gradi e radianti;

capire e goplicare i concetti di varianza e deviazione andard come misure di dispersonein
una didribuzione

usare I'andis dimensionde per convertire le unita di misura e per verificare che le espressioni
e le equazioni abiano un Sgnificao;

determinare la precisone, I'accuratezza e gli errari di misurazione; identificare origini (rileva:
zione di errori di arrotondamento) e ampiezza di possibili errori in Ssemi di misura; capire
come gli errori aumentano con i calcoli e determinare quanta imprecisone e ragionevole per
misure diverse;

usare gpprossmazioni successve per illudrare e usare le formule per il volume di una Sfera,
un dlindro, un cono;

aoplicare informamente concetti di limite per sviluppare ulteriormente i concetti d area e di
tasso idantaneo di variazione;

combinare misure (per essmpio, lunghezza, tempo, massa, area, volume) usando rapporti per
produrre misure come |’ accd erazione, la velocita, la pressone e la dengta oltre amisure prive
di dmensoni comei rgpporti trigonometrid;

combinare misure (per esempio, massa, acce erazione, distanza) usando lamoltiplicazione per
produrre misure come forza, lavoro e ore uomo.

Discussione

Grandezze, unita, dstemi di misurazione.
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Ai livdli che precedono la scuola secondaria, la misurazione e principamente |’ assegnazione di
un vaore numerico dla grandezza di un oggetto. Questa misura pud essere determinaa, o intesa come,
confronto dell’ unita scelta rispetto a qudlla grandezza. Questo concetto di misura continua a liveli 9-12
quando gli studenti vengono introdotti ala nisura in radianti e ala deviazione sandard. Allo seso
tempo, I'importanza data dla misura S esende dltre dla misura di una grandezza, fino dla scdta di
un’unita o scala che permetta una chiara rgppresentazione di un problema. Per esempio, la scda del
logaritmi pud essre utilizzata per rgppresentare potenze e dati esponenzidi in modo da “linearizzare’ i
dati, rendendone piu facile I'interpretazione. Gli studenti della scuola secondaria dovrebbero capire
quando e perché tdi cambiamenti di scdla sono usate. Dovrebbero indltre capire che la composizione di
funzioni inverse gioca un ruolo critico in questo fenomeno di linearizzazione

S congderi il seguente problema. Agli sudenti vengono date le prime tre colonne della tebella
7.2 contenente alcuni dati per i pianeti dd nostro Sstema solare e viene loro chiesto di fare unipotes sl
numero di ani che un immaginaio decdmo pianeta Stuato a 10 miliardi di migliadd sole impiegherebbe
per girareintorno d sole,

Lunghezza (Milioni di Miglia) dd | Tempo richiesto (anni) per orbitare log() log(y)

semiase maggioredd!’ orbita(x) | intanod sole(y)
Mercurio 36 0241 15563 -0,61798
Venge 67 0615 1,82607 -0,21112
Tara 93 1 1,96848 0
Marte 142 1,838 215229 0,27416
Giove 483 119 2,6839% 1,07555
Saurno 836 295 294743 1,46982
Urano 1782 84 3,25001 1,92428
Nettuno 2193 165 344607 221748
Plutone 360 248 356467 2,3445

Tabella7.2 Dati dei pianeti

Quando i dati vengono rappresentati graficamente, come ndla Figura 7.17A, sembrano non es-
serelineari e in dcune circogtanze perano esponenzidi. | dati di riferimento per i quattro pianti pitvicini
d s0le non possono essere facilmente didtinti, rendendo il rapporto piu difficile da determinare. Comun-
que, rappresentando graficamente i logaritmi di entrambi i gruppi di vdori (una trasformazione “log-
log”), come ndla Figura 7.17B, il rapporto puod essere piul facilmente cacolato dd momento chei loga
ritmi hanno una ben definitardazione lineare.
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Figura7.17 Rappresentazione ddladiganzade pianeti in scde diverse

Gli studenti passono poi fare uso di un pacchetto di eaborazione di deti Satidtici per trovare una
linea di regressone relativa a logaritmi, in questo caso log(y) = 1,5%0g(x) - 2,95235. Usando la loro
conoscenza ddlle funzioni inverse possono determinare che y = 10 #%%°x**= 0,00111596 x"*. Percio,
il decimo pianeta dovrebbe impiegare circa 1118 anni per compiere un’ orbita completa intorno d sole,
Gli studenti possono confrontare questo modello con un modello lineare senza una trasformazione loga-
ritmica. La previsone in questo modello é circadi 645 anni. Se paragoniamo laprevisone de vaori de
due moddli a vaori effettivi, € chiaro che la regressione con la trasformazione log log ha portato a risu-
tati molto piu precid. In ogni caso, il vaore previgo ha una percentude d errore minore dell’ 1%.
L’errore ndl moddlo lineare € molto pit evato, indicando che 1118 anni possano essare lamidlior riso-
luzione d problema

Malti dtri fenomen sono rappresentati in maniera piul chiara per mezzo di scae logaritmiche s-
nili. Le orecchie umane, per essmpio, hanno la capacita di digtinguere tra basse intengita sonore che so-
no rawvicinate tra loro, mentre non sono in grado di distinguere cosi bene dte intensita sonore molto d-
danziate traloro. Ciog, |e persone possono fadilmente sentire la differenzatraintenstadi suono di 10°e
10° pasca. Manon riescono a sentire molta differenzatraintenstadi suono di 107 e 10° pascdl. A causa
di questo fenomeno non uniforme, i vaori rdativi dl’intensita del SUONO SONO FPESD rgppresentati U una
scdalogaritmicadi riferimento, creando unitaiin decibel disposte aintervali regolari.

Gli sudenti possono far ricorso a un'andis dimengonde per teners d corrente ddle untad
momento in cui convertono le misure tra le unitd, cos come quando 60 migliath € epresso come 83
piedi/secondo. Ancora pit importante e il fatto che un’andis dimensonde auta a teners d corrente di
qudi entitas usano (ein qudi modi), in problemi pit compless come il guente:

Determinareil lavoro compiuto da un aeroplano antincendio che sollevafino a200 piedi unre-

cipiente dilindrico riempito d acqua. Il recipiente pesa 500 libbre. Il suo raggio e di 4 piedi ela
suadtezzadi 6 piedi. Gli sudenti possono cominciare con laformulaper il lavoro compiuto.

Lavoro = Forzax Spostamento
Possono poi riscrivere laformula usando le unitadi misura gopropriate.

ft — lbs = [ (densitaddl’ acqua) x (volume dell’ acqui) + peso dd contenitore ] x Spazio percor-
%0 duranteil sollevamento. Cid conduce poi ascdte di unita pit coerenti.
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Ibs, .3
ft—lbs=[ —" ft~ +1bs] xft
i3
Il cacdlo finde & quindi chiaro.

Ibs
Lavoro=[624 3 16p %6 ft> + 500 Ibs] x 200 ft = 3,864 x1CFft — Ibs
t

Risolvendo problemi che coinvolgono dati provenienti dd mondo redle, gli sudenti dovrebbero
anche essere consapevoli ddl’ esstenza ddlla propagazione ddl’ errore. Se una sharrettadi un metro vie-
ne usata con atenzione per misurare il bordo di un tavolo misurandolo d millimetro, dando con un risu-
tato di 3431 m "~ 2,627 m, dovrebbero capire che & shagliato riportare I area della superficie del tavolo
come 9,013237 nt. Le loro misurazioni Sono precise fino 20,0005 m su ogni lato, cos i lati potrebbero
effettivamente avere le lunghezze comprese nel ®guenti intervalli: 3431 + .0005 e 2.627 + .0005. 1|
cacolo con gli estremi da.un massmo di 9.01626625 ed un minimo di 9.01020825, che dimaogtra cheil
conteggo € afidabile solo fino a due cifre decimali.

Tecniche, strumenti eformuledi misura

Gli gudenti del liveli 9-12 possono sviluppare qua che conoscenza ddlle formule base per lasu-
perficie e per il volume, e possono dedicars aesplorazioni che rivdlano come differenti atributi dai solidi
geometrid influenzino i volumi di questi olidi. S congderi come gli Sudenti potrebbero affrontare il se-
guente problema:

Data una circonferenza di raggio R, trovare la misura gpprossmetiva ddl’ angolo d centro del
store circolare che dovrebbe essere rimosso ddla dirconferenza in modo che il volume ddl
cono formato dalla rimanente porzione sail pitl grande possibile.

Gli dudenti posono dfrontare in un primo momento questo  problema empiricamente.
L’ inssgnante pud fornire delle circonferenze di carta, farle tagliare dagli sudenti lungo il raggio (verificare
che abbiano trovato il centro dopo aver gpplicato le conoscenze tratte dalla geometria), e poi usare una
graffetta per vautare la posizione che aedono diail volume piti grande. Potrebbero riempireil cono con
del riso e poi rimuovere la graffetta per vedere s il livelo de riso cda o trabocca. Per molti sudertti il
risultato e controintuitivo. Spesso credono che il volume piu esteso S verificagquando I'dtezza eil raggio
del cono sono gpprossmativamente gli sess. Comungue, la formula dd volume, V= (1/3)pr2h , indica
cheil raggio dd cono da un contributo pit grande ad volume di qudlo ddl’dtezza, percio il raggio ha
bisogno di essere maggiore dell’ dtezza. Notando cherz = R- h? gli sudenti possono scrivereil volume
V come funzione di h, e usare una cdcolarice grafica per trovare I’ dtezza gpprossmdiva dla qudeil
volume € massimo per vaor dai di R Savirs di quedi risultati dovrebbe autare gli Sudenti a
determinare I’angolo vero e proprio e notare che non dipende da R, un fatto che sulla base di certe
riflessoni potrebbe non sorprendere poichéi coni di massimo volume dovrebbero essere Smiili.

Di conseguenza, agli Sudenti pud essere assegnato il problema corrdao di determinare le
dimengoni di un contenitore, il cui volume € 1 litro, e la cui supeficie sa la pit piccola possihile
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Consgderando I'ipotes che il contenitore con la superficie piu piccola e pit economico da fare, questo
problema pud portare adiscutere dd perché molti contenitori nel supermercato hanno certe dimensioni.

Lo dudio formde da limiti e de reaivi argomenti non € parte degli argomenti centrai qui
propodti per i livelli 912. In sostanza, comunque, i concetti di limite, ' area contenutain unacurva el
tass idantang di variazione possono essere raggiunti informamente atraverso  gpprossmazion
successive. Gli sudenti possono daborare buone goprossmazioni per la circonferenza e l'areadi un
cerchio, per esampio. Le aree possono essre divise in rettangoli “sottili” e tass immediati di variazione
pOSSON0 essere goprossimati calcolando il tasso medio di variazione fra due punti che sono “vicini” tra
loro. Grazie a questi procedimenti, gli Sudenti possono comprendere acune nozioni complesse alivelo
intuitivo e porre le bad per Sudi piu precis de limiti ne caso in cui ne debbano aver bisogno pi tardi.

Standard 5: Analis dei dati, statistica e probabilita

| programmi di matematica devono porre atenzione dl’andis de dati, dla Satidica e dla probahilitain
modo che tutti gli student:

- 9 pongano domande e vi rigpondano raccogliendo, organizzando e rgppresentando deti;
- interpretino dati usando metodi andlitici;

- sviluppino e vautino deduzioni, predizioni, e ragionamenti basati sui dati;

- cgpiscano e gpplichino nozioni di base su caso e probahilita

Elaborazione: livdli 9-12

Allafine ddl'ottavo livelo, gli sudenti dovrebbero essere in grado di formulare domande, pro-
gettando esperimenti e indagini per raccogliere dati, progettando e riassumendo | dati che autino a ii-
gpondere a quelle domande. L’enfas dovrebbe essere posta sui deti univariati con un'introduzione in-
formde a dati bivariat. Gli sudenti dovrebbero essere introdotti, in modo non formale, a concetti di
caaudita e di sorte. Comein dtre aree ddl curricolo, queste esperienze saranno ampliate e gpprofondite
negli anni ddlla scuola superiore. Partendo dalla loro conoscenza numerica e ddl'dgebra, gli sudenti
formalizzerebbero le loro conoscenze delle rlazioni sul grafico di una digtribuzione e ddlle misure di for-
ma, centro e diffusone. Le didribuzioni bivariate dovrebbero essere sudiate in qualche misura, osser-
vando la comune variazione di due caratteridtiche del Soggetti in una popolazione. Varie tecniche do-
vrebbero essere introdotte, comprese le curve di regressone e le tecniche per adatare i moddli mate-
matic. In generde, cacolaric menuali e computer possono essere usati efficacemente per tutta la durata
degli sudi rddivi dl'ardlis dei dati, dla Satistica e dla probabilita per illustrare concetti, eseguire cacali,
creare rappresentazioni e fornire deti da smulazioni.

Nella scuola superiore i ragazzi dovrebbero approfondire il Sgnificato e I'uso dele digribuzioni
di probabilita Questo studio indudera un'introduzione a digtribuzioni specidi che indudono quele bino-
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midi e quele normdi. Potrebbero usare e digtribuzioni per prevedere le prolahilitadi eventi e anche per
vautare laquditadi una gtima basata su un campione.

Gli studenti dovrebbero raggiungere una conoscenza pitl formdizzata di cio che € in gioco nella
progettazione di indagini ed esperimenti volti a fornire rigposte a questi ben podi. Le indagini
campionarie sElezionano campioni a caso da una popolazione ben definita, alo scopo di imare un
parametro della popolazione, ad esempio una media 0 una proporzione. Certi esperimenti assegnano a
ca0 i trattamenti acui sottoporre unita sperimentdi pre-sdezionate, dlo scopo di scoprire differenze ne
trattamenti , sempre che esse esgano. La casudita viene usata in entrambi i cad per ridurre gli errori
sdematici e rendere ripetibile lo sudio, in modo che S possa cdcolare un prevedibile tasso di errore.
E' proprio quetaripetibilita che fas chele Smulazioni possano essere usate per Sudiare empiricamente
gli errori di campionamento e gli errori sperimentai. Questo e il cuore ddla Satidica, e gli Sudenti ddle
superiori possono sviluppare un certo livelo di comprensone di questeidee di base.

Gli sudenti dovrebbero rivedere I'argomento ddla progettazione degli esperimenti e guardare

con maggiore atenzione dle dtre caratteristiche che possono influenzare la bonta con cui tn campione
rappresenta la popolazione da cui e tratto. Gli sudenti dovrebbe capire meglio I'influenza ddla
dimendone dd campione sulla probabile vicnanza dela sima ddlla detistica della popolazione d suo
vaore effettivo. Ess dovrebbero goplicare il Teorema Centrale del Limite per comprendere meglio che
quanto pit grandi sono i campioni e tanto piu piccola € la gamma delle sime ragionevali, tratte dai
campioni, per la datigica ddla popolazione.
Questi sono esampi de modi con cui gli Sudenti goplicano conoscenze datiiche  quando fanno
inferenze circa una popolazione. Una certa comprensone informae ddla probability, — con la sua
cgpacita di descrivere la casudita, viene richiesta, dato che codtituisce la base concettude su cui
poggial’inferenza datistica

Punti nodali per i liveli 9-12

Pors domande e rispondervi raccogliendo, organizzando e rappresentando dati
Ne liveli 9-12, tutti gli Sudenti dovrebbero:

progettare e dimostrare di conoscere metodi gppropriati per raccogliere dati univariati, in
modo da dudiare la digribuzione di una vaigbile in una popolazione e confrontare le
digribuzioni ddla stessa variabile in due diverse popolazioni.

ideare metodi appropriati per raccogliere, regisdrare e organizzare dati per ottenere dati
bivariati in modo da Sudiare le associazioni traloro;

sdezionare rgppresentazioni grafiche gppropriate e riassunti numerici di deti:

cgpire quanto un cambio di rgppresentazione (per essmpio, scale un grafico di disoersone,
categorie in unatabella a doppia entrata, e anpiezze ddle dass in un igogramma) influenzale
informazioni che contiene;
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usare cacolatori e gpplicazioni del computer (p.e. fogli eettronici, software di Smulazione,
software Satistico) gopropriati per un utilizzo rdativo dlaraccoltadi deti, dl’ organizzazione e
dlaloro rappresentazione.

Interpretare dati usando metodi analitici
Nei livdli 9-12, tutti gli sudenti dovrebbero:

cdcolare, identificare e interpretare misure di centrdita e di digpersone (p.e. campo di
variabilitd, varianza, deviazione $andard, e interquartile);

descrivere formedi ingemi di dati mono- e bi-dimengondi;

cercare Smmetrie e aammetrie, raggruppamenti e lacune, e possbili dati fuori dala norma,
condderando i loro effetti sull’ interpretazione del dati dessi;

riconoscere che ladimensone da campioni e le trasformazioni de deti influenzano laforma, il
centro eladispersone,

usare le diverse rgppresentazioni di deti, compres i grafid a diffusone, le disribuzioni di
frequenza, e tabelle adoppia entrata;

essere cgpad di distinguere andamenti in dati a due variahili, visud mente e numericamente, e
usare tecnologie per determinare quanto meglio i differenti moddli (p.e. lineari, esponenzidi e
quadratici) 9 adattino a dati, e comprendere che un adattamento perfetto &improbabile per i
dati empirid.

Sviluppar e e valutar e deduzioni, predizioni, e ragionamenti basati sui dati

Ne livdli 9-12 tutti gli sudenti dovrebbero:

capire gli dementi coinvalti ndl ritrovamento di modelli vaidi per un fenomeno;
aoplicare modelli adatti a predire risultati non ancora osservati;

vautare conclusoni basate su dati;

usare dati campionari per simare datigtiche ddle varie popolazioni;

usare e interpretare le ditribuzioni normdi e binomidi in modo gppropriato.

Capire e applicare nozioni di base su caso e probabilita

Ne livdli 9-12 tutti gli sudenti dovrebbero:

capire e cdcolare probabilita di eventi indipendenti, disgiunti e condizionti;

cgoire che dcuni fenomeni sono casudi e applicare la legge dei grandi numeri per predire
comportamenti alungo termine

usare digtribuzioni di probabilita per cacolare probabilitadi eventi.

Discussione

Raccoglier e, organizzare e r appr esentar e dati
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Come ha detto un gruppo di gatidtic “Rigposte Specifiche adomande di natura quantitativa non
sono fadli! Gli sudenti dovrebbero avere un’idea di come sa difficile rigpondere a domande come:
‘quae percentude di votanti crede che |’ anno scolagtico dovrebbe essere dlungato? oppure ‘unadieta
ad dto contenuto di colesterolo aumenta la possibilita di un atacco cardiaco? . Dovrebbero essere
consgpevoli del fattori chiave di uno studio ben organizzato, d fine di avere una base per prendere
decisoni sui vari argomenti che ruotano atorno atdi studi. Questa comprensione puo iniziare ne liveli
9-10 e puo essere goprofondita e ampliata per tutti gli anni successvi.”

Alla scuola superiore, la maggior estensone delo sudio de dati, ddle datigiche e dela
probabilita rispetto a quella dementare comporta maggior enfas sui dati multivariati. Anche quando uno
studio riguarda soltanto una varigbile (p.e. il reddito) di una popolazione, gli sudenti dovrebbero essere
consapevali del fatto che questa varigbile potrebbe essre influenzata da molte variabili di fondo, come
€td, esperienza lavordiva, educazione o tipo di lavoro. L’ associazione trale variabili € uno degli dement
chiave di ogni indagine datidica

Lo gudio ddla covarianza di due caratterigtiche dovrebbe rappresentare la parte piu importante
ndl’andis de dati ne liveli 3-12. Riflettendo sulle tendenze recenti ndll’andis detigtica e traendo var-
taggio ddlatecnologia in rgpida evoluzione, gli Sudenti imparano a interpretare le informazioni databelle
adoppiaentrata e da varie rappresentazioni grafiche di dati bivaridi. Lafacilitadi creare grefic a diper-
sone, curve di regressone e linee di tendenza con strumenti tecrologic autagli Sudenti avedere come
coppie di caratteristiche sono collegate. Gli sudenti dovrebbero andizzare e reppresentare i dati in mo-
do daaumentare la propria comprensione e fadilitare la comunicazione de dati Sess.

Alla scuola medialaraccolta de deti @il fulcro dello gudio ddl’andis dei dati e ddla Satigtica
Gli dudenti sperimenteranno dati forniti da dtre fonti; per esempio, dai loro compagni di classe o dae-
sperimenti. Alla scuola media, diventano piul reffinati nd formulare domande e approntare mezzi appro-
pricti per raccogliere | deti atraverso osservazioni, eperimenti e dtri mezzi che saranno utili per rispon
dere a quelle domande. Possono conoscere I’ importanza di raccogliere campioni e di creare rapporti ed
esperimenti.

Descrivere, analizzare einterpretare dati

Gli dudenti da liveli 312 druttano le precedenti eperienze con i vari modi di nodrarei dati
univarieti, in modo che la loro conoscenza possa essere pitl formae e possa essre utilizzata per fare
paragoni. Gli sudenti dovrebbero utilizzare misure centrai e di digpersione per paragonare popolazioni
diverse, in modo da vedere se la varigbile presa in congderazione ha la sessa distribuzione in entrambe
le popolazioni. Dovrebbero sgpereil perché dd fatto che aggiungere una costante atutti i vaori osservati
modifica le misure di centro, ma non modifica le misure di dispersone. Gli sudenti dovrebbero anche
comprendere che la maltiplicazione di ogni vaore condderato, per una sessa codtante, produce una
nuova deviazione sandard che rgppresentail prodotto delladeviazione sandard originde per lacogtante
dessa Gli sudenti dovrebbero anche avere esperienza nel codtruire punteggi standard partendo ddla
media e ddla deviazione sandard dei dati osservati. Successvamente, dovrebbero applicare laloro co-
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noscerra ddla didrib uzione normae per comprendere la probabilita di un’ osservazione che Sa, ad e
sempio di due deviazioni Sandard soprala media

In quest’ eta dovrebbe esserd una meggior dtenzione a dati bivaridi. L’idea ddlaformain un
contesto di monovariahilita s trasforma ora in direzione. Per esampio, lanuvoladi punti di un grefico a
dispersone é inclinata verso I'dto o verso il basso? L’idea della linearita puo essere affrontata nella do-
manda: “unalinea che passa per il centro dellanuvola appare drittao cuva?’. E lanozione di disperso-
ne diviene pit ofidicata; per esempio, “quanto sono vidini | punti dd grafico dlalineadi centro? Simili
tendenze possono essere andizzate nelle tabelle a doppia entrata.

L’andid de dati fornisce un collegamento naturde trala matemetica e le dtre discipline. Per esempio,
un esame della popolazione degli Stati Uniti ogni died anni, che denota delle tendenze esponenzidi, in-
duce a domandard che cosa caus le variazioni rispetto a trend che ¢i S aspettava. NellaFigura7.18 la
popolazione, per ogni decennio, da 1790 d 1980 e rappresentata graficamente e fissata tramite una
curva esponenzide che s basa sui primi tre punti. E' interessante riflettere sul perchéi dati cadano pro-
gressvamente d di sotto ddla curva che cominciaintorno d 1860. Quest’ esercizio potrebbe essere ri-
petuto iniziando intorno a 1860 gppunto, e ancora piul tardi, creando cos discussioni su possibili cause
doriche.

Popolazione US
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Figura7.18. Crescita popolazione U.S.
I nterfer erza e previsone

Gli sudi ddle scuole superiori dovrebbero fornire agli sudenti un fondamento concettude per
I'inferenza datidtica, con atenzione particolare dl’'idea di casudita Questo € un concetto piuttosto
difficile da capire per gli gudenti. Non e naturale aspettars che I'indeme delle occorrenze di un evento
incerto possa essere prevedibile basandos su ¢io che 9 pud imparare da un campione. La satigtica
impone la casudita, come base ddlo studio per ridurre gli errori Sstemetici e fornire un errore prevedibile
che crel la base per la deduzione digtica. Le smulazioni che mosirano le didtribuzioni campionarie per
datigiche, come la media e la mediana, sono strumenti d'istruzione di vaore in quest’ etg, in quanto gli
studenti possono vedere che la casudita pud condurre dla previsone ddla forma, del centro e ddla
disperdone ddla digribuzione dei campioni. Fiu gli Sudenti lavorano con dati bivariati ne liveli 912,
piu saranno in grado di investigare rgpporti usando funzioni lineari, esponenzidi, potenze, logaritmiche e
atre ancora per sceglierelacurvachemeglio s adgtfgaun indemedi di. Sale gime per viagraficasa
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ancora per scegliere la curva che meglio S adatta a un indeme di deti. Sale dime per viagraficagai

coefficienti di corrdazione possono autare a determinare il migliore tipo di grafico per rapresentare i

dati. Gli studenti inoltre devono sviluppare una certa facilita nel riconoscere punti anomadi, e nell'apprez-
zare i loro effetti sull’andamento ddlle curve e andizzare gli scarti. Indltre, fornendo pit Srumenti meate-
metid digoonibili per effettuare previsoni, i programmi delle scuole superiori metteranno a digposizione
degli studenti srumenti pitl sofigticati per confrontare coppie di caratteri. La correlazione € un’importante
parametro di associazione framisure (continue) di dati.

Gli dudenti della scuola superiore dovrebbero essere preparati a vautare accuratamente e in
modo critico la progettazione complessva, i process di raccolta de dati, le conclusioni tratte degli
esperimenti, il quadro generde e gli sudi. Ess dovrebbero vautare sele parole, i dati ei grafici contenuti
nella presentazione, nel rapporti, negli articoli di giornae, Sono accureti e coerenti traloro e supportano
le condusioni presentate. Gli udenti dovrebbero essere informati, anditici, atenti consumeatori delle
informazioni e de dati creati dadtri e dovrebbero essere abili a collezionare dati propri per rigpondere a
domande importanti.

Probabilita

La probabilita € per molte persone contro-intuitive; il ragionamento probabilistico deve essere
afrontato direttamente in modo che gli sudenti acquisscano buone competenze. Devono verificare le
loro intuizioni con i risultati di Smulazioni ei dati empirid racoalti. E necessario che sviluppino I’ abitudine
a riflettere atentamente piuttosto che confidare nelle loro prime impressioni quando S trovano davanti a
Stuazioni probabiligiche.

Ne livdli 912 gli sudenti devono Sruttare i loro lavori informai precedenti che riguardano la
caaudita | loro esperimenti con condusioni probabiligtiche, calcolando e determinando rgpporti, alutano
acomprendere lanozione di spazio dei campioni e lanozione di eventi come punti di questo spazio. Gl
Sudenti delle scuole superiori devono cominciare a sviluppare una comprensione del modo di cacolare
la probabilita mediante la combinazione di eventi, condderando queli indipendenti e le probabilita
condizionate. L’esempio seguente illugtra I'uso ddlla tavola a doppia entrata (Hopfensperger et 4.
1998):

ELISA é un famoso test per esaminare campioni di sangue per la presenza ddl’ HIV. Per
campioni di sangue contenenti HIV, ELISA modtra un risultato corretto il 99% ddle volte
Questo sgnificache nd 99% de cad il test identifica correttamente sangue che cortiene HIV.
Per campioni di sangue che non contengono HIV, ELISA da un risultato postivo nel 2% del
cad. Questo sgnifica che nd 2% dei cas viene idertificata in modo scorretta la presenza di
HIV. Detto questo un labaratorio esamina 1000 campioni di sangue con ELISA. S assumache
il 50% dei campioni contengaHIV.

Quanti campioni che contengono HIV ti aspetti che diano un risultato positivo? Quanti fas
positivi ti aspetti? Copiae completalaseguente tabella:

ConHIV SezaHIV Totdli
Testati HIV positivi
Testati HIV neggtivi
Totdi 500 500 1000
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Gli sudenti ddlle scuole superiori devono imparare a capire le digtribuzioni di probabilita. Per
esempio devono avere quache esperienza con la didtribuzione binomiae, possibilmente mettendola in
relazione con il triangolo di Pascd nd campo de numeri e con il teorema binomide in dgera La
domanda“qua € la probakilita. che 10 persone su 50 che ricevono una promozione siano donne, quando
il 65% degli aspiranti sono0 donne?’ in un primo momento pud essere dfrontata mediante delle
amulazioni per ottenere una risposta goprossmativa, poi con la distribuzione binomiae per trovare la
soluzione teorica

Lo sudio ddla probabilitane primi liveli fornisce una solida base per il lavoro degli sudenti della
scuola superiore con le funzioni d dengta La probabilitadi un accadimento dl’interno di un intervalo
rppresentato ddl’ area sottesa da una funzione di dengita su un certo intervalo. Cio é particolarmente
utile per capire la digribuzione normae e le dtre digtribuzioni continue. La probabilita pud essere anche

un campo di conoscenza per un' dtra parte dd curriculum, come illugtrato iniziddmente in questo capitolo
ndlaFigura7.14.

Standard 6: Problem Solving

| programmi di matematica devono concentrars sulla soluzione di problemi come parte essnziae del
cgpire lamatematicain modo chetutti gli sudenti:

codiruiscano nuove conoscenze matematiche atraverso il loro lavoro con i problem;

sviluppino I’ atitudine a formulare, rgppresentare, adrarre e generdizzare in Stuazioni dl’interno
edl eterno ddlamaemetica;

goplichino un’ampiavarieta di srategie per risolvere problemi e le adettino a nuove situazioni;
contrallino eriflettano sul loro pendero matemetico ndllarisoluzione dei problemi.

Elaborazione livdli 9-10

Le experienze di Problem Solving che gli sudenti hanno ndll’ isruzione matematica secondaria
sono vitdi per lo sviluppo delle loro conoscenze matematiche. Per quanto bagaglio di conoscenze
abbiano acquisito, qudlla conoscenza da sola non sara adfficiente ad aiutarli ad afrontare le nuove Side

nel campo del lavoro, della scuola o ndlla vita: Dovranno addtare e ampliare ¢io che sanno, e farlo in
modo efficace éil nudeo dd problem solving.

Gli sudenti che hanno successo hanno una certa predisposizione d problem solving, dltre dla
fidudain se gess e dlavogliadi assumers compiti difficili. Questo essere predigposti comprende anche
una certa tendenza a cercare la druttura, andizzare la Stuazione con atenzione e rgppresentarla
metematicamente, e a usare srumenti matemetici in modo appropriato. Colui che risolve un problema
con successo e dotato di risorse, Sand cercare informazioni per risolvereil problemasiand fare un uso
efficace di quanto sa. La sua conoscenza strategicagli consente delle opzioni; seil primo gpproccio aun
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problema falisce, ha accesso a un secondo 0 a un terzo approccio. Se questi gpprocci hon funzionano,
sa come ricondderare il problema, sezionarlo e guardarlo da diverse progpettive che gli possano essere
di auto per cagpirlo meglio o fare progress verso la soluzione. Essere abile a risolvere problemi significa
anche sgper pianificare, ma senza aderire ciecamente a cio che € dato progettato. Al contrario, chi 9

accinge a risolvere un problema controlla come vanno le cose e fa condderazioni e modifiche quando il

progresso non sembra essere buono quanto dovrebbe. 1l problem solving deve essere un demento

importante dell’ esperienza di scuola secondaria

Elementi caratterigtici del problem solving nel livelli 9-12

Ne livedli 9-12 d sono ga dementi di continuita molto forti Sa ampliamenti gnificativi
ddll’ experienza di problem solving dei liveli pre-K-8. Lanaturagenerade ddll’impegno degli sudenti con
la matematica rimarra la gessa impareranno il problem solving, amplieranno la loro conoscenza
atraverso quedt’ ultimo e risolveranno problemi.

Un approccio curricolare d problem solving permette agli studenti di costruire nuove conoscenze
maemdiche atraverso un lavoro sui problemi. Per esempio, poiché gli sudenti lavorano aulla
determinazione del divers modi in cui una rete sradae tra due citta puo essere atraversata, § pOsono
indicare concetti fondamentdi di teoriade grefi. S pud chiedere agli sudenti di giudtificare laloro scdlta
d metodo dando origine a conversazioni molto vivad in cui vengono caonfronteti i vari metodi di
soluzioneda problem.

Un dtro problema in grado di promuovere concetti maemdic interessanti riguarda la
codruzione di un tunnd atraverso una montagna o otto I'acqua, come ad esampio il tunnd sotto la
Manica. Se per esempio, le squadre preposte dla costruzione scavano da entrambi i lati ddl tunnd, qua
e la garanzia che sincontrino a meta? Ci sono malti problemi smili che forniscono un contesto in cui gl
sudenti possono sviluppare e ampliare la loro comprensone de fondamenti della matemetica Un
insegnante potrebbe chiedere agli studenti di trovare un percorso dtraverso una citta partendo da un
punto, terminando in un dtro e passando in una strada esattamente una volta. Questo problema puod
introdurre un’unita didettica sulla teoria da grafi. Allo gesso modo, nozioni sulla teoria dei giochi
OSSN0 emergere quando gli sudenti sono impegnati in un gioco, determinare e un gioco € corretto, e
s e possibile trovare una srategia che decida unavvittoria o la parita

Un dima che favorisca I'indagine puo autare gli sudenti a sviluppare digposizioni produttive
verso la maematica, e problemi sostanzios permettono un coinvolgimento molto forte e digpongono
al’ goprendimento della matematica. La cgpacita degli sudenti ndl risolverei problemi s ampliain misura
notevole negli anni di scuola secondaria. L’indeme di srumenti matematic a loro digposizione € piu
vado. Gli sudenti di scuola superiore imparano alavorare con diverse nuove dass di funzioni. Hanno a
disposizione nuovi procedimenti come I’ ottimizzazione e la randomizzazione. Imparano a usare Nuovi
Ogoetti matematic come i reticali e le matrid. Imparano a egprimars e a ragionare con nuovi srumenti
comeil pengero agoritmico e ricorgvo.
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Quando entrano nel livello 9 gli sudenti hanno anche libero aunasgie di drategie e
goprocal per risolvere i problemi come pure una quache idea di Stuazioni ndlle quai queste drategie e
goprocc 9 possono dimostrare proficui. Questo repertorio di Srategie dovrebbe essere in continua
espansone. Alcune drategie diventano pitl complesse e ricche di Sfumature a secondadi come vengono
uste. S congderi, per esempio, una drategia che dice “cercate uno schema tentando vaori di n
=1,2345....". Gli sudenti possono usare questa semplice drategia a liveli dementari. Ai liveli 9-12
l'uso di questa drategia § amplia fino a indudere una matemdica piu difficile e pud essere usata
asociata ad dtre drategie o dla conoscenza di dtri argomenti. Un semplice ampliamento della srategia
e gpplicabile per risolvere un problema come il seguente:

Qud élasommade seguenti numeri?
1 1 1 1 1
—+ + + +...+
1R 23 3% 45 n(n+1)

Gi sudenti potrebbero essere incoraggiati a creare una tavola e cdcolare i vaori della
somma per piccoli vaori di n.

Numero de termini (n) Sommada temini
1 12
2 1/2+1/6 = 2/3
3 1/2+1/6+1/12= 34
4 1/2+1/6+1/12+1/20 = 4/5

Esaminando i dati, gli Sudenti potrebbero supporre che la somma de primi n termini e
% . Comunque, dovrebbero riconoscere I'importanza di dimodrare il loro risultato e la forza
dell'induzione matematicand verificare enundidi di questotipo.

Altre srategie saranno nuove per gli sudenti e dovrebbero essere apprese mentre gli gudenti
esplorano il nuovo territorio matematico. Gli sudenti che stanno imparando la crittografia, per esempio,
possono imparare varie drategie per codificare e decodificare. Alcune di queste ultime includono
drategie generdi come la scomposizione e laricomposizione o lo gabilire sotto-ohiettivi. Metodi qudi la
dimostrazione per assurdo, che spesso € una drategia scelta per dimogtrare che qualcosa € unico, e
dimodtrazioni su cas paticolai, ma senza perdita di gengdita sono sofidicati e arrivano tardi
ndll’ esperienza degli Sudenti, tuttavia continuano ad arricchireil loro bagaglio di Srumenti meatemeatia.

Qual €il ruolo del’insegnante nel sostenereil problem solving nel livelli 9-12?

Nel problem solving, la principa e responsabilitadd |’ insegnante e sabilire un dima che porti dlo
sviluppo ddle digposzioni matemaiche produttive degli Sudenti. La drada per la soluzione di un
problema non & sempre evidente dl’inizio. Gli sudenti hanno bisogno di volers tuffare nel problemi e
“goorcard le mani” nel’esplorare gli aspetti dd problema, prima di poter proporre gpprocc
potenziad mente produttivi. Questo pud sembrare molto rischioso agli studenti.
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Gli dudenti che provengono da un pre-K-8 sviluppato come proposto in questi stardard,
saranno piul dispogti ad accettare, piuttosto che evitare, I’ing curezza che accompagnall trattare problemi
compless. Tuttavia gli sudenti arriveranno d livello 9 con grande diversita ndlaloro volonta di accettare
indcurezze e rischi. Un ambierte scoladtico in cui viene incoraggiaa |I’eplorazione e dove viene
ricompensata la perseveranza pud autare gli udenti a diventare bravi a risolvere i problemi. Con
I'incoraggiamento e un'azione di feedback da parte degli insegnanti, gli Sudenti possono imparare a
monitorars mentre hanno a che fare con problemi compless. L'insegnante puo fare domande e
incoraggiare supposizioni da parte degli sudenti, mentre rende chiaro che le soluzioni findi de problem
devono uniformard acerti dandard matematic.

All'interno di un qualsas curricolo, i problemi possono essere sedti 0 modificati in modo che
offrano un dto potenziae per il progresso dello sudente ndl pendero matematico. E' utile far lavorare gl
sudenti su problemi che possono essere risolti in molti modi. Questo permette paragoni di metod,
identificazione di collegamenti e discussone sulla programmazione, il monitoraggio e la stemazione dele
scdte durante il lavoro sul problema Tdi problemi esstono in ogni area matematica; S congdei il
Seguente problemadi conteggio.

Quanti rettangoli d sono in unascacchiera8 8? Siate atenti ndl contarli tuitti — ogni rettangolo
chehacomeldi lerighe di quedrettatura sullascacchiera“contd’.

Uno studente haincominciato col lavorare su di unascacchiera2” 2:

Ha scoperto che ¢’ erano rove rettangoli. Gli sudenti potrebbero trovare utile notare che quando S
contano i numeri dei rettangoli su unascacchiera 3 3 essi possono usareil loro risultato dalla scacchiera
2 2, in unasoluzione iterdiva

Attraverso la soluzione di problemi, gli sudenti sono in grado di comprendere la natura ddla
metemdica 1l problema ddla Figura 7.19 modra che definizioni maematiche differenti hanno
conseguenze differenti, e aumentala questione di come e perché le definizioni sono quelle che sono.

Qui sotto troverete una serie di rettangali. Sabilite un’unita di misurache vi permettadi dire
quale dei rettangoli 9a ‘il pit quadrato’” e qudeil **meno quadrato’’. Stabilite una differente
misurachevi permettadi raggiungere il medesmo riqultato. C' @ unamisura' matemeticamente
superiore’ dl’dtra? Spiegate perché, e Sate pronti a difendere la vodtra tes di fronte dla
dase

R3

R1

R4 RS
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Figura7.19. “Quadraturd’ di rettangoli

Nelle dass dove g dfrontano di normaproblemi a soluzione gperta gli sudenti potrebbero
“tuffars” nel problema E' passhile, tuttavia, che gli Sudenti oppongano ddle obiezioni, sostenendo che
nessuno dei rettangoli € ‘‘quadrato”’. Stimolare gli studenti a pensare cosa potrebbe significare essere
"qued quadrato’, farli ascoltare eriflettere sulle idee degli dltri, e chiedereloro di consderare unaserie di
teorie puo autare ad ampliare I' goprendimento degli sudenti per quel che riguarda I'importanza della
definizione nella comunicazione matemaica

| compiti possono essere drutturati in modo da renderli piu Smili a problemi che aesercizi. Ad
esempio, ogni compito che cominciacon ‘‘dimostrache...” pud essere pogto in un'ottica del tipo ** Una
mia amica afferma che... ha ragione?’. Se affermazioni fase sono presenti nd compito, gli Sudenti
avranno bisogno di controllare laloro veridicita piuttosto che limitard aconfermarle, e questaé un' dtivita
che hamolto pit de matemético.

Laricerca e | eperienza degli insegnanti dimostrano che se gli dudenti imparano drategie di
risoluzione de problemi e s limitano a usarle in modo isolao, € improbabile che le gpplichino
afrontando nuovi problemi fuori di un dato contesto (Lexter 1994). L’ attivita di risoluzione di problemi
deve essere ben radicata ndl’ apprendimento matematico degli Sudenti. Uguamente importante € la
consapevolezza che, s le drategie di risoluzione non Sono insegneate in modo esplicito, e improbabile
che gli sudenti possano impararle. Le drategie per risolvere problemi sono complesse e sottili, e non ¢
9 pud aspettare che gli sudenti le scelgano con un processo smile dl’ osmos (Schoenfed 1985). In
diverse occasoni, le strategie dovrebbero essere il punto focde ddl’istruzione. Dovrebbero essere rese
chiare e il modo in cui sono usate dovrebbe essere motivo di discussone. Nd corso dd curricolo, gl
sudenti dovrebbero incontrare problemi le cui soluzioni dipendono da una sspiente scelta e da un buon
uso delle srategie. Gli insegnanti dovrebbero dscutere come usare la Strategia, e anche perché sarebbe
potuto sembrare converiente usare una particolare srategia per un particolare problema

La natura ddle discussoni in dase avra un notevole impatto su quelo che gli Sudenti
goprendono ddle loro esperienze di problem solving. L’insegnante € in grado di creare una condizione
volta a sviluppare una digposizione produttiva e una quache conoscenza, entrambe atraverso la scdta
dei problemi eil modo in cui i problemi sono discuss. Gli inssgnanti passono mettere in rilievo drategie
di risoluzione di problemi moddlando il processo di risoluzione - a volte discutendo di nuovi problem
con l'aiuto di scaraboochi sulla lavagna luminosa o sulla lavagna vera e propria Gli insagnanti possono
anche sottolineare I'importanza dd prendere decisoni durante le discussoni che coinvolgono I'intera
classe. Se un problema é stato posto e un certo numero di proposte su come risolverlo é sato avanzato,
I"insegnante pud proporre che la dasse vauti atentamente le possibilita, consderando le varie opzioni, e
prenda una ragionevole decis one su quae percorso seguire.
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Rt importante, € che I’insegnante S assicuri che il tempo trascorso in classe venga impegneto a
intraprendere ativita utili. Durante la lezione, gli insegnanti possono porre domande che rinforzano i
comportamenti produttivi. Ad essmpio, gli Sudenti sono soliti pensare di aver finito con un problemanon
gppena hanno trovato la soluzione corretta. Gli insegnanti possono tentare di diminare questimpressone
chiedendo abitudmente ‘‘c’'e quacuno in grado di risolvere questo problema in modo diverso?’ e
asscurandod di lasciare agli studenti abbastanza tempo per trovare goproca differenti. Gli insegnant
potrebbero anche risolvere un problema attraverso gpprocci dternativi per poi cercare delle connessioni
traloro. Quando tutta una serie di gpprocci € Sata esaminata, I'insegnante puo poi domandare, ‘¢l sono
dtri metodi di risoluzione che possamo goplicare a questo problema? possamo generdizzarlo?
possiamo trovare gpplicazioni 0 connessoni? d sono problemi legati a questo che potremmo porre o
andizzare?’ Ledass in cui ¢ € una produttiva amodferadi risoluzione de problemi sono qudle dacui e
pitl probabile escano sudenti che saranno effettivamente in grado di risolvere problemi.

Standard 7: Ragionamento e dimostrazione

| programmi di matemetica devono spingere a ragionare e codiruire dimosirazioni come parte essenzide
dd capire lamaematicain modo che tutti gli udenti:

riconoscano il ragionamento e la dimostrazione come parti essenzidi e fortemente efficad ddla
matemeatica;

formulino e indaghino congetture matematiche:

sviluppino e vautino ragionamenti e dimostrazioni matemdatiche:

scelgano e usno vari tipi di ragionamento e metodi di dimostrazione approprieti.

Elaborazione livdli 9-12
Che cosa caratterizza il ragionamento ela dimostrazione nel liveli 9-127?

Gli dudenti dovrebbero uscire da loro programmi di matematica ne liveli 9-12 con
I'indinazione a cearcare le giudificazioni matematiche, e con I'abilita di premunirsene per B gamma di
generdizzazioni e argomentazioni matematiche che incontreranno. Gli sudenti dovrebbero capire che
cosa 9 intende per argomentazione matemeatica convincente. Ne livelli precedenti, gli sudenti hanno
generato e testato delle congetture e hanno codiruito e difeso delle argomentazioni per supportare quelle
congetture. Questo procedimento dovrebbe essere accaduto ndlle cdass dove dare spiegazioni e
giudtificazioni era un modo di procedere naturde ddla dasse. Quando gli sudenti passano dla scuola
secondaria, dovrebbero sviluppare una conoscenza sempre piu ofidicata della dimostrazione
matematica e un indeme piu ampio di tecniche Saranno piu forti i loro giudizi per accettare le
piegazioni eleloro ahilitadi ragionare nd tentativo di comprendere nuove idee matematiche.

In aggiunta dla comprengone dd fatto che le afermazioni matematiche dovrebbero essere
giudtificate e dovrebbero tenere teta dla verifica da parte dei compagni, gli Sudenti del livdli 9-12
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dovrebbero avere dimestichezza con una gammadi tecniche di giudtificazione. Per esempio, dovrebbero
continuare a esarcitars a fare congetture e a vautare la verita di tdi congetture. Al livello ddla scuola
secondaria, gli sudenti dovrebbero anche essere in grado di codtruire catene di ragionamenti a supporto
di conclusoni matematiche; dovrebbero essere in grado di tornare indietro, riflettere sui propri
ragionamenti e piegare le proprie idee agli dtri.

Quando gli sudenti ampliano le giudtificazioni, ess dovrebbero usare una gamma sempre piu Sfidicata
di idee matematiche corredate di dimodrazione, che includono argomenti indiretti e controesempi. Gl
sudenti dovrebbero ragionare dl’ interno di aree matemeati che specifiche usando metodi di ragionamento
particolari di quelle aree (per esempio, ragionamento spazide, probabilidico, Satistico e smbalico). Le
dimodrazioni formdi cgpitano in tutte le aree ddla matematica, e I’ esperienza scoladtica degli sudenti
con la dimodtrazione non S pud limitare dla georetria Per esempio, una dasse dd nono livelo sava
egolorando | numeri triangolari (1,3,6,10,...) e quacuno ha notato che la somma di due numeri
triangolari consecutivi poteva sembrare un quedrato. Un dtro sudente ha fornito la seguente
“dimodrazione senza parol€’:

Gli studenti dovrebbero esserein grado di ragionare su Stuazioni sofidticate, come la successione
delle cfre ndlo sviluppo decimde di qualdas numero razionde. Questo compito potrebbe cominciare
con |'esplorazione delle rgppresentazioni decimdi delle frazioni e con laricerca da blocchi di dfre e
delle caratterigtiche ddlalunghezza da blocchi di cifre che S ripetono. Gli sudenti dovrebbero essrein
grado di spiegareil risultato seguente in modo convincente: se un NUMEro PUd ESEre ePreSSO CoMe una
frazione con denominatore n, dlora larappresentazione decimae haa massimo un blocco di cifreche s
ripete (il “periodo” di lunghezza d piu n-1. Potrebbero usare questo risultato per osservare che acuni
specific numeri decimdi non sono raziondi (per esempio 0.01001000100001...), perché non ¢'e ma
un blocco che d ripete.

Comelatecnologia influisce sul ruolo dd ragionamento e della dimostrazione nel livelli 9-12?
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Le dass tecnologicamente equipaggiate hanno del loro particolari audli e simolazioni per 1o
sviluppo dd ragionamento matematico. Da un lato, la tecnologia da agli Sudenti la posshilita di
sdezionare gli essmpi e di produrre molti esempi di qualcosa, dando cos |a possibilita dd - possesso
degli esempi e dle idee che ganno sotto. Quando gli Sudenti possono Vverificare molti esempi per
scoprirne le strutture, hanno bisogno di sviluppare drategie per determinare se le strutture che hanno
trovato sono generdi. Sebbene latecnologia possa aiutare gli Sudenti aformulare congetture, pud anche
rendere difficle per gli sudenti sentire il bisogno di una giudificazione piu formde o di una
dimodrazione

Quando gli studenti acquistano pit esperienza con i Computer Algebra Sysem (CAS), fogli
dettronici, pacchetti datistici e srumenti di geometria dinamica, incontrano piti occasioni in cui le loro
idee necesstano di una giudificazione formde. Avranno bisogno di conoscere la naura
dell’ gpprossmazione na risultati forniti dd computer e di esorimere gudizi quando I’ arrotondamento
uggerisce  controesempi fad. Avranno bisogno di avere una quache idea sulle cardterigtiche
ddl’ dgoritmo che € dla base ddla generazione dei risultati generati dd computer. In ogni caso, hanno
bisogno di mostrare un goprezzamento per la necessita e la potenza della dimostrazione matemetica nello
dabilire laverita delle loro congetture.

Qual eil ruolo ddl’insegnante nello sviluppo del ragionamento e ddlla dimostr azione negli anni
di corso 9-127?

Gli inssgnanti di matematicana livdli 9- 12 giocano un ruolo fondamentale ndl’ autare gli Sudenti
a sviluppare |'abitudine a pensare e a ragionare. Occorre che gli insegnanti conoscano bene la
matematica, dovrebbero comunicare il desderio di conoscere le ragioni delle strutture e ddle verita
maemaiche | loro dudenti hanno bisogno di vedere che la logica interna di una algomentazione
matematica che S impone é cio che dabilisce la sua correttezza - non I'autorita di un inssgnante, la
dasee, 0 un matemaico. Affinché gli sudenti vautino I’ efficacia ddlle spiegazioni proposte, devono
mostrare fiducia nelle proprie abilitadi ragionamento indeme con la predigposizione a mettere in dubbio il
ragionamento proprio come quello dtrui.

Come in dtri anni di corso, gli inssgnanti di matematica nella scuola secondaria 9 Sorzano di
creare un clima d'indagine nelle loro dass. Basandos sulla crescente conoscenza del [oro studenti sulla
maematica e sulla familiarita con le rappresentazioni convenziondi, gli insegnanti dovrebbero aspettars
che i loro sudenti ricerchino, procurino e critichino le spiegazioni in modo che le dass diventino
comunita di indagine. Guidati, gli studenti dovrebbero sviluppare degli Sandard devati per accettare le
Spiegazioni. Incoraggidti dalainterazione ndlle loro dass, gli studenti dovrebbero essere consai di essere
autorizzati a sviluppare le loro proprie argomentazioni, anziché provare la sensazione di dover riprodurre
dcuni argomenti tradiziondi.

Gli gudenti ndlle dass redi descritte qui sono in grado di formulare le proprie affermazioni e di
sviluppare le proprie dimaostrazioni. L’ esempio che segue S riferisce a uno studente che dimostra un caso
particolare di un teorema generale che & stato discusso in classe. Nella dasse di matematica d decimo
livdlo di qudlo studente, tutti gli Sudenti avevano in precedenza codruito curve di ampiezza costante
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usando poligoni regolari con n lati (dove n e digpari). Avevano fetto indagini su varie curve (compres un
cerchio e un triangolo di Reuleaux) con la gessa ampiezza costante, e avevano scoperto che i loro
perimetri avevano ugude lunghezza Il loro insegnante dise pol che le ossavazioni fate g
generdizzavano nd Teorema di Barbier, che afferma che tutte le curve con una pecifica ampiezza
codante hanno perimetri ugudi. Un ragazzo dd dedmo livelo ha dimodtrato poi da solo un caso
particolare: tutte le curve con la tessa ampiezza codtante generate dai poligoni regolari con n lati (dove
n é dispari) hanno ugudi perimetri. 1l lavoro autonomo dello studente, mogtrato in Figura 7.20, € sao
incoraggiato e gopoggiato da suo insegnante.

Questo esampio modtralil ragionamento generato ddlo sudente, in cui [0 Sudente trae vantaggio
dalla conoscenza precedente e rigponde a una domanda che aveva lui sesso formulato piuttosto che a
unafornita dal’insegnante o dd libro di testo. Lo sudente dimostra una predigposizione ainvestigare e a
ricercare la conoscenza, uno Scopo primario di tutta |’ istruzione matematica

Figura7.20 Curvadi ampiezza costante

Standard 8: Comunicazione

| programmi di matematica devono usare la comunicazione per favorire la comprensone in modo che
tutti gli Sudenti:
organizzino e consolidino il loro pengero matematico per comunicare con dli dtri;
esprimano idee matematiche coerentemente e in manierachiaraa compagni, agli inssgnanti e agli
atni;
estendano le loro conoscenze matemtiche congderando | pengeri ele drategie dtrui;
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usno il linguaggio matemeatico come un preciso mezzo di espressione.

Elaborazione livdli 9-12

Durante tutto il preK-12, lo sviluppo della dasse, sostenuto da discors matematici produttivi e
da un'attenzione a una scrittura e a un'eposizione orae chiara, auta gli sudenti ad gpprofondire il loro
apprezzamento e la loro comprensone della matematica Nela dasse, incoraggiata da domande sulla
matematica, gli sudenti sviluppano le loro abitudini produttive di esplorazione Sseméica, di adtrazione,
e di generdizzazione. Una dase in cui gli Sudenti comparano e mettono in competizione le loro ideg,
promuove lo sviluppo di penseri piu riflessivi e accurdi; qui, gli Sudenti SONo esposti a molte prospettive
e imparano gli uni degli dtri. La dase in cui gli dudenti sono coerentemente incoraggiati e autati a
pensare dtraverso le idee e la chiara esposizione di esse, produce ragionamenti piul profondi, che sono
anche piu efficac per comunicare informazioni ad dtri.

Quali sono le caratterigtiche ddlla comunicazione ne liveli 9-12?

Agpetti caratteridic della comunicazione nei liveli 9 12 nascono pitl ddla rdativa meturita degli
dudenti che da cambiamenti ndlla natura della comunicazione gessa. In ogni campo, gli Sudenti ddle
scuole superiori dovrebbero, sviluppando la loro abilita di drutturare catene logiche di pensero,
esprimers coerentemente e chiaramente, ascoltando le idee degli dtri e pensando d loro pubblico
quando parlano o scrivono. Cog, le maggiori differenze in questa fascia di livello sono riflesse nella
complessitaddla materiain cui gli sudenti devono impegnars e nel livdli di espogzione orde e sritta
che gli Sudenti S agpettano dincontrare. Dovranno essere dei buoni critici e dei buoni critici di s& gess.
Dovranno essere in grado di produrre spiegazioni, formulare domande e sendere per iscritto gli
argomenti che l'insegnante e i matematici dovrebbero consderare corretti e coerenti da un punto di vista
logico. Sempre di piu, il linguaggio scritto e orde degli sudenti dovrebbe usare rgppresentazion,
terminologie e convenzioni matemetiche. Se gli Sudenti lanno usando nel [oro gopunti il ragionamento,
diagrammi geomerid, argomenti combinatori 0 Smboli dgerid, dovranno usare il linguaggio e la
smbologia matematica correttamente e gppropriatamente. Gli gudenti dovranno inoltre essere bravi
collaboratori che lavorano in modo efficiente con gli dtri.

La comunicazione € un demento fondamentae ddll'goprendimento e per questo € inseparabile
da qualsas dtro supporto. E un veicolo per |'apprendimento dei contenuti matematici da parte degli
dudenti. E bassta sul ragionamento e incoraggiata da esso. E il modo per creare collegament.
Favorisce la soluzione di problemi e dipende ddl'uso dele rgppresentazioni matematiche. 11
ragionamento €, in breve, una parte integrante del fare e ddll'gpprendere lamatemetica.

In una classe d dodicesmo livello, viene chieto di trovare I'area ddlla figura ottenuta quando un
triangolo di vertid A(2,0), B(0,7), C(5,6) e tradato da un vettore (t,3t) con O<t<5. Uno studente
disegna il grafico mogtrato ndla Figura 7.21(8). Un dtro reegisce, “no, devi collegarli, t pud essere
anche un mezzo”, “oh, € vero, mi sono dimenticato” dice il primo. Una volta che hanno disegnato la
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figura, come € modrato nella Fgura 7.21(b), la conversazione ruota intorno a che forma prende: un
triangolo con un rettangolo codtruito su un lato, o un triangolo con un pardldogramma

(a) (b)
Fgura7.21 Tradazione di untriangolo
“Come ragioni?’ chiede l'insegnante. “Dobbiamo misur are gli angali”, “no, dovremmo trovare
lindinazione’, “non € un rettangolo, i lati non sono perpendicalai” S offre un terzo sudente, “ioli ho gia

trovati”, “forse potremmo fare un rettangolo, un rettangolo intero. Poi potremmo vedere se possamo
togliere le pati che non ¢ sono”. Tutto cio S dimostra essere un buon gpproccio. In questa dasse,

discussione e comunicazione Sono importanti nell'aiutare tutti gli Sudenti acgpireil problema

Qual €il ruolo ddl'insegnante nel sostenere la comunicazione nei livelli 9-12?

Un insegnante delle scuole superiori gioca un ruolo importante nd sostenere la comunicazione, a
seconda dd contesto. Ohiettivi differenziati sulla comunicazione orde indudono la creazione di un dima
in cul tutti gli Sudenti $ sentono liberi di osare commenti e congetture, aiutare i compagni chiarendo |
loro dubbi, dare loro una mano nd definire le ideg, e orchestrare la conversazione come é necessaio, in
modo cheil livelo dd discorso e ddlle argomentazioni matemetiche, Sa mantenuto dto.

Presto nd corso di matematica, 0 quando un NUovo argomento Viene introdotto, gli insagnant
pOSSONO  gorire una conversazione con la richiesta di informazioni. All'inizio ddl'unita sui cerchi nd
decimo livelo, per esempio, un insegrente ottenne le seguenti risposte dla domanda, “ Ditemi tutto cio
che sgpete sul cerchio”.

Juan: “E composto daunaseriedi archi tutti collegati”
Monique “Unacerchio & unaformache non ha punte’

Luis “Laparte esernadi un cerchio € chiamatacirconferenza’
Ramona “Il cerchio & rotondo”

William: “Un cerchio misura 360 gradi”
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Eric: “Il reggio elametadd diametro dd cerchic”
Cathy: “1/2 =180 gradi”

Rebecca “A = pr2ep = 31415927

Miched: “Hadue parti (internaed esterna)”
Charles “Il centro eil raggio”

| commenti riportati evidenziano la differente comprensone degli dudenti, che vaia
sodazidmente. Quedesarcizio € unutile pate ddla vdutazione in corso ddla dasse Ma, in
quest'esempio, l'insegnante prende la discussione dla lontana 1l giorno dopo, I'insegnante chiede agli
sudenti di approvare o disgpprovare le affermazioni e di giudtificare come hanno preso quela poszione.
Inoltre, era daa decisa l'idea che uno abbia ragione per le opinioni matematiche, e cominda un

rigoettoso didogo.

In una dasse di undicesmo livello, agli sudenti € pogto il problema “cosa puoi dire sulla
ommadd primi n numeri dispari? Giudtificalatuarisposta’. Lamaggior parte degli studenti,
avendo avuto l'esperienza con esempi nel liveli precedenti, prova acune somme ed ossarva
cheogni voltail risultato € un quadrato.

Quae?

Il quedrato dd numero n.

Puoi darmi una rispostamatematicaa cio che hai trovato?

Lasommaceil quadratodi n.

Ci sono abbagtanza informezioni in quest'afermazione per capire quello che hal fatto? Puoi
essere pill precisn?

Lasommade primi n numeri dipari éil quadrato di n.

OK, questa & unabuona affermazione. Puoi tradurlain smboli matematici?

Con dcuni tentativi, ladasse arriva dl'equazione
1+3+.+(@2n-1)=r?

e l'inssgnante chiede agli sudenti se hanno pensato a come dimodrare la formula. Uno sudente
afferma che puo essere dimaostrata con il metodo di induzione matematica. L'insegnante chiede ad
douni sudenti chi ha familiaritacon |'induzione per lavorare con i compagni sullo sviluppo di una
dimogtrazione. Lo fanno, e quando gli sudenti hanno completato la dimaostrazione, l'insegnante fa
una nota per il gruppo sul loro lavoro. Mentre il piccolo gruppo stava lavorando, I'inssgnante
disedladase

Vorre tornare indietro dle nodre afermazioni origindi. Avete affermato che la somma € un
quadrato. Potete dissgnarmi un grafico? Linsegnante lascio questa domanda come qualcosa s Cui
riflettere agli sudenti, e gli Sudenti tornerono il giorno dopo per discutere comei loro grefici sono
collegati dle loro congetture. Andarono indltre ad esplorare le rdative congetture sulla somma dei
primi n numeri pari elasommade primi n interi.

Mentre ¢ sono studenti che contribuiscono dl'interazione, I'insegnante li gpinge ndladirezione di
produrre un'argomentazione matemdtica precisa. Gli sandard matematici di esposizione tritta e orde -
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che digtinguono la discussione di questo problema da una discussione nel liveli 3-5, dove gli Sudenti
dovrebbero ossarvare i moddli ma non hanno gli drumenti ambolic per continuare e fare la
gererdizzazione agebrica - sono chiaiti. Indltre, gli Sudenti sono lastidi a riflettere sulla Stuazione che
porta a una giusta direzione dei collegamenti e infine a una dimodtrazione grefica di una serie di identita
dgebriche. Cog, il ruolo delinsegnante 5 traduce nd portare gli sudenti dentro la conversazione,
autarli achiarire cosa hanno detto, Smbolizzarlo gppropristamente, e Srutturare Stuazioni dove hanno le
potenzidita per creare collegamenti interessanti.

Fino ad orac Samo concentrati sul ruolo ddl'inssgnante ndll'incoraggiare l'interazione produttiva
della dasx, e ndl'autare gli gudenti ndlla traduzione da argomerti ordi a scritti. Gli insegnanti possono
anche incoraggiare gli Sudenti a comunicare effettivamente usando il linguaggio materretico scritto. Per
esempio, problemi che richiedono risoluzioni possono essere assegndi regolarmente, e la dasse pud
discutere I'adeguatezza di quelle soluzioni. Ampie opportunita per gli studenti di affinare le loro capacitae
di scriverein modo matematico sono date daesercizi di vario tipo, come:

Pianifica le spese per una gita scolagtica e scrivi una lettera d preside piegando come sranno
pes | soldi;

Essendo assunto come consulente per aiutare un uomo daffari scegli, tra due opinioni (p.e quae
compagniadi taxi € lamigliore da usare 0 quae piano tdefonico il migliore da comprare) e srivi
un promemoria giustificando lascelta;

Ti e chiesto di fare un progetto (p.e. un progetto per la costruzione di una cuccia rettangolare di
legno compensato, in modo cheil volume Sa abbestanza grande) e di giudifcarlo.

E prezioso usare la sorittura come mezzo di riflessone e consolidamento di quello che uno
conosce. Alcuni tipi di esercizi hanno questa funzione. Per esempio, gli insegnanti possono chiedere agli
dudenti di scrivere cosa hanno imparato su un particolare argomento, 0 mettere ingeme un gruppo di
dudio per uno studente che era assente e necessta di sgpere cosa € importante su un argomento
trattato. Un dtro gpproccio e chiedere agli sudenti chi di loro ha fatto maggiori progetti o halavorato su
un problema per molto tempo, per confrontare qualcosa dd  loro lavoro, e spiegare come il lavoro
pogteriore rifletta maggiore comprensone. In questo modo, gli insegnanti possono autare gli sudenti a
sviluppare capacita nella comunicazione matematica che sarvira loro Sa dentro Sa fuori ddla dase
Usando questi metodi potranno autare gli Sudenti a sviluppare una profonda comprensione delle idee
meatemeatiche su cui parlano e scrivono.

Standard 9: Collegamenti

| programmi di matematica devono mettere in evidenza i collegamenti per agevolare la compransone
ddlamatematicain modo chetutti gli Sudenti:

riconoscano e usino connessioni fradiverse idee matemetiche;

cgpiscano come le idee matematiche s codruiscano |'una sull’dtra per produrre un indeme
coerente;

riconosScano, Usno eimparino lamatemeaticain contesti a essa estrand.
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Elaborazione livdli 9-12

Ne livdli 912, gli sudenti dovrebbero avere molte opportunita di diventare consgpevoli ddle
relazioni tra i vai argomenti matematici. Dovrebbero basars sulla loro precedente comprensone
matematica, mentre imparano nuovi concetti. Dovrebbero anche vedere abbondanti relazioni tra la
matemdica, la stienza e le dtre discipline e gpplicare la comprensone maematica e la tecnica dd
cacolo dlasoluzione di problemi redli.

Qual elacaratterigtica principale nellereazioni matematiche ne liveli 9-12?

Le rdazioni frale varie aree di contenuto aiutano gli Sudenti a vedere la matematica come un
complesso integrato e a capire gli dess risultati in modi differenti. Le rdazioni con le dtre discipline di
gudio, specidmente la scienza e le scienze socidi, dovrebbero diventare sempre piul redigtiche man
mano che la conoscenza matematica degli sudenti - in particolare, ddlle funzioni e dedla datigica
aumenta, € man mano che é accresciuta la loro dbilita di usare pit rappresentazioni matemetiche con o
senzalatecnologiadettronica

Le idee degli sudenti a proposito dele rdazioni dovrebbero maurare in modo sgnificativo
durante la scuola superiore. In primo luogo, gli studerti dovrebbero poter vedere le dtrutture
matemetiche come oggetti e Ssemi. Secondariamente, dovrebbero essere flessbili quando risolvono |
problemi, per druttare le rdazioni trai differenti argomenti in modo da scegliere un gppropriato metodo
per risdlvere il problema in questione. Spesso, usando rappresentazioni provenienti da divers campi
ddlamatematica, § puo far diventare piu accessibile un problema piuttosto difficile. Per esempio, dcuni
interessanti risultati di geometria Sntetica possono essere giudtificati con calooli dgerid rdativamente
semplic sui vettori. La rdlazione che compare ndl teoremadd punto medio, (nd quae il segmento che
uniscei punti medi di duelati di untriangolo e pardldlo elungo metadd terzo lato) puod essare giudificaa
usando la generdizzazione della seguente identita che vale per i vettori bidimensiondli:

1 1 1
—(B-A)= —B- —A.
2 2 2

Gli sudenti di questa fascia dovrebbero formare la loro capacita di collegare le idee
matematiche. Man mano che 9 ampliail loro repertorio matematico, gli Sudenti possono sviluppare una
pitl profonda comprensione di come approcci divers dlo stesso problema conducono a uno stesso
risultato, anche se gli gpproca pensati possono essere molto divers. Gli sudenti possono usare in un
contesto le cgpacita adette a verificare le congetture generate in un dtro e, atraverso il collegamento
delle idee matemdtiche, possono sviluppare una robusta comprensione dei problem di fondo. Le
relazioni tra le idee dgebriche e geometriche crescono di importanza durante i liveli 9-12. In geometria
dinamica, per esampio, agli sudenti € stato chiesto di esplorare le rdazioni trala lunghezza di una corda
di un cerchio di raggio 1 eladiganzada centro del cerchio dlacorda (Figura 7.224).
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(a] (b] [c)
Fgura7.22. Problemaddlacorda

L’ aspettativa era che gli sudenti raccogliessero i dati per diverse corde, ragionando sulla
Stuazione, e generando una regola che sembrasse adatta per i deti. | dati che hanno raccolto sono
presentati sotto:

Lunghezzadi MO 081 | 099 | 097 | 094 | 084 | 0,72 0,63 0,49
Lunghezzad AB 117 | 030 | 048 | 072 | 110 | 139 157 1,75

N4- AB?

Un'applicazione dd Teorema di Fitagora rivdd che MO = — che pud essere
AB?  MO? . P . .
nuovamente epressa come + = 1. Queda e la forma canonica di un'dlisse. Gli suderti

potrebbero chiedere di rgppresentare graficamente I dlisse e di sondare le sue relazioni con il problema
originde. Un sacondo essmpio evidenzia le rdazioni fra quelo che sembrerebbe essere molto diverso
ndlle rappresentazioni e negli gpproca da un problema matematico. S mostrano divers gpproca dle
soluzioni provenienti da Lewes, O'Keefe, e Goldenberg (1922). Gli sudenti in questo caso erano
chiamati acondderare il seguente teorema

Il punto medio ddl’ipotenusa di un triangolo rettangolo € equidistante dai tre vertic ded
triangolo.

Ci sono divers gpprocc per provare questo teorema (Figura 7.23), ognuno edretto ddle
differenti connessoni maemdiche e ddle caateidiche di differenti aspetti delle rdazioni. Una
ragionevole scdta ddlle coordinate permette una dimostrazione anditica facilmente accessibile. La scdta

delle coordinate mostrate nella Figura 7.23a fornisce una comune disanzadi /a” - b* , possibilmente

ricordando dlo sudente le connessoni d Teorema di Pitagora. Collegando il fato che ogni triangolo
puo essere inscritto in una crconferenza con il fetto che la misura di un angolo insitto € lameta ddla
misura ddll'arco compreso produce una seconda dimogtrazione (Figura 7.23b). Unaterza giudtificazione
deriva ddla costruzione di un rettangolo usando i tre vertid del triangolo (Figura 7.23c) e 9 basa sul
ragionamento degli studenti circa le proprieta delle diagondi di un rettangolo. Una quarta soluzione
derivaddla geometria ddle trasformazioni, che S basaaul riconoscere e usare l'invarianza delle figure del
piano per riflessoni in un piano (Figura 7.23d). Nela dimodrazione basata sulla geometria delle
trasformazioni, gli Sudenti noterebbero che la riflessone consarva le lunghezze, D' € il punto medio di
A'C e B éil punto medio di AA". Applicando la rdazione dd teorema del punto medio d triangolo
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A'CA 9 modra che BD=AD=AD, come deddeao. La dimodrazione, in geometria dele
trasformazioni, mettein luce unavaigadi dtri ness trale parti dd triangolo e lasuaimmagine riflessa

B
(0,2b)
M
C A
c[0.0) Aleall U\
(a) (b)
= T o D A
M-
| |
| 1
c A B=B' hn“‘ni;«"’: c=C'
1 _,.-"'f._. DI
(c) gt (d)

Figura7.23. Vaieprovedd teoremadd punto medio ddl’ipotenusa

Gli drumenti di geometria dinamica possono alutare gli sudenti ad apprezzare la generdita del
loro ragionamenti. Forniscono anche moddli vidvi per il pendero drca le rdazioni. La rdazione trail
punto medio ddl'ipotenusa e la sua lunghezza e illusratandla Figura 7.24. La parte (8) mostra una serie
di immeagini trette da un'animazione ddla geometria dinamica ddle rdazioni ddle lunghezze. La serie di
triangoli di destra ha unipotenusa fissa mavariano le lunghezze de cateti.

&

(b) (c)
Figura7.24. Rappresantazione dinamicadi triangoali rettangoli
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La parte (b) illudra la sovrgppodzione de triangoli in modo che coincidano gli angali retti; la
parte (C) modtra la sovrgpposizione de triangoli in modo che coincida l'ipotenusa. Sia la Figura (b) che
la () suggeriscono un andamento circolare dei punti medi. La parte (b) suggerisce che il punto medio
dell'ipotenusa per ciascuno dei triangali, € equidistante dd vertice ddl'angolo retto, e dtraverso un
argomento "limite", potrebbe suggerire cheil punto medio € equidisante datutti e tre i vertic. La parte
(©) suggerisce che, per ognuno dei triangali, il punto medio ddl'ipotenusa € equidistante dai tre vertici dd
triangolo.

Le rdazioni trale varie aree di contenuto permettono agli sudenti di vedere differenti aree della
matematica da diverse progpettive, arricchendo percio la conoscenza Sa ddl'area che anno studiando
da di qudla usata per una rgppresentazione dternaiva. Per esempio, il teorema dd binomio pud
collegare dgebrae numeri - notare che: 2* =16 = (1+1)* =1+4+6+4+1. Lacomprendgone chei polinomi
di quarto grado di solito hanno quattro radici pud portare gli udenti achieders dove possano esserele
dtre due radici quarte di 16 (oltre a +2 e -2). Il teorema di De Moivre trovale dtre dueradici sull'asse
immaginario nd piano complesso, ma ancora sul cerchio [z=2, entrando cosi nellageometriadel numeri
compless.

Nei livdli 912, aumenta la capacita e il repertorio degli sudenti nd collegare idee matematiche
dleidee di dtre distipline. Per esampio, lafamiliarita con la crescita lenta della funzione logaritmica aiuta
a provvedere un'utile scda per esprimere la forza dd suono o del terremoti usando numeri ragionevoli
piuttosto che numeri che diventano rgpidamente troppo grandi o troppo piccoli da essere facilmente
compres. Un terremoto di magnitudine 4 della scala Richter @ 10000 (10%) volte pitl intenso di uno di
magnitudine 1 (10). Gli studenti possono cambiare la conoscenza ddlla proporziondita con la crescente e
piu ricca comprensione delle rgppresentazioni grafiche delle funzioni, per interpretare la distanza con il
grafico dd tempo e ddla veocita Nei liveli 9-12, gli sudenti dovrebbero usare gli studi ddlle funzioni
esponenzidi per capire l'interesse compodto dai punti di vista Sadi un rigparmiatore che di uno che ha
preso un predito e goprezzare gli draordinari effetti della crescita esponenzide nd tempo. Lo seso
principio matematico pud essere collegato dla biologia, autando cos gli udenti a capire il Sgnificato
della recente drammeética crescita della popolazione umana nel mondo, come il pericolo ddla rapida
trasmissone di epidemie. Le rdazioni trala matemeatica e le scienze gpesso diventano evidenti quando gli
studenti S impegnano ndlamoddligicade fenomeni fisid, come sooprire lavelocita ddlaluce ndl'acqua,
determinare le giude dod di medicinde, o ottimizzare la locdizzazione ddle dazioni da vigili dd fuoco
ndlle foreste.

Precedentemente, i problemi come qudli di massmo e di minimo o dtri che necesstavano del
moddli ddl'andis matematica erano rinviati fino a che gli sudenti non seguivano i cors di andlis.
Adeso, comungue, gli sudenti sono in grado di moddlizzare anche sanza il cacolo differenzide Sell
risultato € un‘egpressone anditica, 9 possono determinare le proprieta del risultato con l'aiuto dd
metodo grafico e degli srumenti informaticl di manipolazione smbolica S condderi il seguente essmpio,
che collegala geometrig, le funzioni el'dgebra
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a Deteminare la massma area racchiusa ndl rettangolo, di cui due de lai sono sugli ass
coordinanti, un vertice é dl'origine, eil vertice opposto € suy = 2/x. Latuarigposta é esattao
goprossimata?

b) Deteminail masimo perimetro. Determinail minimo perimetro. La tua risposta € esatta o
goprossimata’?

q
13 . .
9 : _:;=2.-fx

1Ty

i 2 3 4

La soluzione ddlla parte (8) non e intuitiva. Le proprieta ddla funzione possono essere usate per
sviluppare un'equazione per l'area el perimetro. Agli sudenti S dovrebbe richiedere di dare uninterpre-
tazione verbde dd risultato della parte (b). | programmi di grafica dinamica accoppidi con gli srumenti
di manipolazione smboalica possono anche autare gli sudenti a esplorare le proprieta delle funzioni d
variare da loro parametri.

Qual eil ruolo ddl'insegnante nell'aiutar e gli sudenti a fare connessoni matematiche?

Migliorare |la capacita degli sudenti di vedere e usare rdazioni matematiche |i coinvolge
impegnandoli, in problemi e Stuazioni sodti opportunamente per trovare le rdazioni interne dla
matemdica e fra la matemética e le dtre discipline. Questo richiede uniniziaiva particolare da parte
dell'insagnante quando, come accade gpesso, dispone di un curricolo che divide lo studio ddll'dgebra da
gudlo ddla geomeria e ddla datidica Anche s gli insegnanti lavorano con curricoli integreti,
comungue, avranno ancora bisogno di aumentare |'eperienza nella creazione di relazioni matemdiche e
ndl'aiutare gli sudenti asviluppare laloro capaditadi esprimeretdi reazion.

Cal passar de liveli, aumenta anche la profondita e la vadtita ddlla matematica digponibile agli
inssgnanti e agli sudenti per fare rdazioni. Ai livdli 912, questo Sgnifica che gli insegnanti devono
conoscere na quantita sempre piu grande di contenuti matemaic. Gli insegnanti devono capire
profondamente la matematica e sviluppare un buon rgpporto ndl'abilita di riconoscere | modi in cui la
matemdtica puo descrivere le Stuazioni di dtre discipline. Devono sviluppare l'indinezione e la cgpacita
nd fare rdazioni tra idee che atraversano unampia gamma di aree matematiche Gli inssgnanti
necessitano anche di essere pronti nelle connessoni che gli sudenti possono fare in dase e sodenere le
ossrvazioni e autare tutti gli sudenti acapireil proprio vaore.

Al decimo livello una sudentessa che aveva dudiato geometria ava sudiando la funzione
vaore assoluto, f(X)=[x|. Ossarveto il grafico ddla funzione, disse “mi ricorda gli udi sugli angoli
dell'anno scorso in geometria. Cé un modo per avere unaformula per ogni angolo?” Questa Sudentessa
dava cercando una relazione che le fadilitasse il lavoro. L'inssgnante dovrebbe avwantaggiars di queste
opportunita. Non é sufficiente che gli insegnanti 9 spedidizzino a trovare e fare rdlazioni matematiche in
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classe. Gli insegnanti dovrebbero introdurre gli sudenti aricchi concetti matematici, che inducono in loro
curiogta sulla matemetica e sulle Srutture matemetiche che mettono in evidenza le relazioni. Dovrebbero
dletare e simolare gli sudenti a esplorare le drutture matematiche, speciamente quando sorgono
opportunita inaspettate. Inoltre, gli insegnanti devono aiutare gli Sudenti avederei modi in cui lagruttura
matemdtica |li auta a descrivere i loro mondi. Cio e particolamente vero a liveli 912, perche |l
materide diventa sempre piu adretto e generde.

Riassumendo, gli insegnanti devono autare i loro sudenti non solo a fars domande sulle ddle
relazioni, ma anche ad avere gli Srumenti matematicl per ottenerle. Gli insagnanti dovrebbero dimolare
l'aamodferain dasse, ndla quae cercare e spiegare le rdlazioni Sa una parte interessante ddll'interazione
fragli dudenti e lamatematica

Standard 10: Rappresentazioni

| programmi di matematica devono mettere in evidenza le rgppresentazioni per agevolare la comprensio-
ne ddllamatematica, in modo che tutti gli Studenti:

Creino e usino le rappresentazioni per organizzare, registrare e comunicare idee matemetiche;
svilugpino un repertorio di rgppresentazioni che possa essere Utilizzato proficuamente, con
flesshilita e gppropriatezza;

usino le rappresentazioni per moddlare e interpretare fenomeni fidd, sodidi e matemdia.

Elaborazione livdli 9-12

Gli dudenti comprendono le idee matematiche e le rdlazioni e le comunicano agli dtri atraverso
le rappresentazioni da loro cregte o adottate. Come emerge da programmi delle scuole medie, dli
studenti § Sono scontrati con rgppresentazioni dgebriche, grafiche, e numeriche e con le loro proprieta
Alle scuole superiori, d sono unagrande varietadi argomenti matematic e collegamenti che gli sudenti §
devono aspettare di rappresentare e interpretare. Le nuove forme di rgppresentazioni offrono modi
Supplementari per gpprendere e per comunicare SUi contenuti e cogtruire connessioni. Nuovi moddli e
metodi per descrivere e interpretare | fenomeni che accadono nel mondo sono a disposizione degli
sudenti. Nd progredire degli studi, gli Sudenti passono continuamente migliorare le loro abilita con lo
scopo di interpretare e usare il sapere formale, I'astrazione e le srutture di rappresentazione scorrevali e
flessibili.

Qual ela particolaritariguardo alle rappresentazioni nei livelli 9-12?

Ne livdli 9-12 le conoscenze dello dudente e I'uso ddle rgppresentazioni posONO essere
riassunti in tre punti.

Primo: gli sudenti devono continuare a migliorare la comprendgone delle rgppresentazioni che
ono date introdotte loro ne liveli precedenti e continuare a sviluppare i collegamenti. Gli Sudent
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possono anche acquidtare familiarita con nuove rgppresentazioni, quai matrici, diagrammi ad abero,

funzioni parametriche e ricorave. Per esempio, la forma ricorsva, f(n) = f(n-1) + 2, dove f(1) = 1,

definisce la stessa funzionedi f(n) = 2n-1 dove n € un numero naturde. Ci sono Stuazioni ndle qudi una
formularicorsvae di molto aiuto, o addirittura necessaria, ndlladescrizione di particolari rdazioni.

Ogni volta che gli Sudenti possono usare le rgppresantazioni come strumento per descrivere
moddli, passono guardare pitl in profondita dentro le strutture del modello. Condderiamo la Stuazione,
nella quale un oggetto cresca continuamente in modo che il suo peso raddoppia ogni ora e un secondo
0ggetto cresca di 5 grammi dl'ora n-esma. Sei due oggetti partono con un peso inizide di 2 grammi,
in quale momento il loro peso sara uguae? Creare una tabdla di valori, come qudla modtrata qui sotto
puo autare lo sudente a una comprensione inizide ddla situaziore.

Tempoin ore Ol11]2 |3 |4 |5 |6 7 8
Peso dd primo oggetto 214 |8 |16 [32 |64 |128 |256 |512
Peso del secondo oggetto 2 |7 |17 |32 |52 |77 |107 |142 |182

Gli studenti possono comparare queste due Situazioni usando un grafico:

Crescita di un oggetto |+ Seriel
300 Serie
— 250 /1
£ 200 7
< 150 /‘/./.
9 100
[)]
& 50
0_ T T T T T T
1 2 3 4 5 6 7 8 9
Tempo (ore)

Figura7.25. Crescitadi un oggetto

Da grafici gppare che le due Stuazioni potrebbero essere rappresentate da due funzioni che S
incrociano esattamente due volte. La conoscenza degli sudenti a proposito delle sottoclass di funzioni
(esponenzidi e quadratiche) potrebbe offrire un supporto a questa congettura visiva. Comunque, € utile
la manipolazione delle forme smboliche (ultimamente le derivate) per controllare matematicamente che
non 9 intersecano in nessun dtro punto oltre chein t = 0 ein un quache punto compresofrat =5 et =
6.

Secondo: gli sudenti gli studenti possono usare rappresentazioni a liveli pi adtratti. Alle scuole
elementari, gli Sudenti usanNo eSO rappresentazioni per ragionare sul contesto nel quale loro PosoNo
percepire direttamente I oggetto e le azion compiute su di es0. Durante i liveli intermedi, gli Sudent
creano e usano sempre piu le rgppresentazioni matematiche per oggetti che non percepiscono
necessariamente in modo diretto, come la posizione di un treno, di un aereo, o di una bicicletta e |

331



NCTM — Standards 2000 - ottobre 1998 Capitolo 7: Standard per i livelli 9-12

movimento da un posto a un dtro nd tempo. Nelle scuole superiori, gli Sudenti dovrebbero imparare a
usare le rgppresentazioni come mezzo primario tramite il quae esprimere e capire | concetti pitl adtretti.
Dovrebbero imparare a usare le rappresentazioni per riconoscere una sruttura matemetica comune
atraverso i contesti. Per esempio, la stessa funzione lineare pud rgppresentare la distanza percorsa in
funzione dd tempo, o I'dtezzadi unapilad tazze in funzione dd numero di tazze. Lasommade primin
numeri naturdi dispari, I’area del campo quadrato e la disanza percorsa da un veicolo che parte da
fermo e accelera con velocita costante, possono essere tutte rappresentate da una funzione f(x) = ax? 1
fato che differenti Stuazioni possano essere rappresentate con [0 stesso tipo di funzione implica che
hanno tutte lo $es0 Sgnificato.

Terzo: gli Sudenti della scuola superiore dovrebbero essere in grado di rgppresentare fenomeni
pres da una ampia sie di contedi, identificare gli dementi essenzidi del contesto e ideare
rgppresentazioni che colgono rdazioni matematiche tra quegli dementi. Lavorando in una serie di
contesti gli Sudenti della scuola superiore incontreranno un andamento esponenzide, e logidico. La
comprensone fondamentde di fenomeni periodici 0 cdid e gpesso rappresentata meglio da funzioni
trigonometriche: la crescita ddla popolazione segue dit solito un moddlo esponenzide, e Stuazion
preda/predatore gpesso aumentano logisticamente. Nella scuola superiore possono essere gpplicate le
conoscenze matemetiche di queste dass di funzioni e ddle loro rappresentazioni. Andis tradiziondi
possono essere dffiancate daandig grafiche, srumenti di regressione, e software.

In aggiunta per dlargare il loro repertorio di rgppresentazione in quedte tre dimendoni, gli
Sudenti delle scuole superiori dovrebbero riconoscerei vantaggi e le limitazioni portate dai diverd tipi di
rappresentazioni. Dovrebbero essere in grado di muovers flessibilmente ed efficacemente trai vari tipi di
rappresentazione di un fenomeno, per comunicare dati importanti sul fenomeno.

Gli srumenti dettronici permettono 'accesso a problemi e metodi che fino a poco tempo fa era
difficle eplorare in modo ggnificativo ndlla scuola superiore. | metodi numerid iteraivi, per esempio,
possono essere usatl per sviluppare unidea intuitiva dd concetto di limite e ddle sue gpplicazion.
L'andamento asintotico delle funzioni e piu facilmente compreso per via grefica, cos come gli effetti
delle trasformazioni sulle funzioni. Questo gpprendimento arricchito permette |'accesso degli Sudenti a
moddli che possono essere utilizzati per andizzare Stuazioni redi e piul interessanti. In questo modo, gli
Sudenti avranno una meggiore abilita nd risolvere problemi, usando gli srumenti che gppaono
aopropriati e comunicando effettivamente quanto appreso.

Qual eil ruolo ddl’insegnante ndll’ aiutare gli sudenti aimparare le rappresentazioni ne liveli
9-12?

Gli insegnanti devono prestare attenzione ale dimostrazioni sviluppate dai loro gudenti e far loro
domande per essere Scuri che gli sudenti abbiano concettudizzato la matematica. Spesso gli sudent
hanno un modo veramente efficiente di pensare problemi e rdazioni. Una parte importante ddla
vautazione ddl’andamento ddle dass da parte degli insegnanti € basata sul capire il pensero ddlo
Sudente, simarne gli dementi chiave, e riflettere su come da possbile aiutare gli sudenti a svilupparli
meaggiormente. Quando gli inssgnanti ascoltano atentamente per capire I'idea inizide, parte dd loro
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ruolo € autare lo sudente a connettere la sua immagine personde con le molte rgppresentazioni
convenziondi senza perdere il senso di comprensone lungo la drada Per illudrare questo punto,
congderiamo un problemadi tipo comune:

Due treni sanno viaggiando I"uno verso I'dtro su due binari pardldi. Uno viaggiaa 50 miglia
orarie e I'dtro a 70. Se patono a 900 miglia di disanza, quanto tempo ¢i mettono per
incrociars?
L’ insegnante portato a lavorare con equazioni, deve essere gperto dle soluzioni che gli Sudenti

sanno creare e autare effettivamente il lavoro degli sudenti sulla loro rgppresentazione. In questo
esempio, uno studente ha creato la seguente tabella:

ore 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Trenol 50 100 | 150 200 | 250 300 350 400 450
Treno 2 70 140 | 210 280 | 350 | 420 490 560
720 840 960

S incontrano da quache partetra7 e 8 ore. Che cosasuccede dle ore 7
e mezzo? Il treno 1 saa a 375 mi, e il treno 2 a 490+35=525 mi.,
375+525=900. Intuizione fortunatal

Un dtro Sudente inizio con questo diagramma
1h 2h 2h 1h
50 mi 100 mi 140 mi 70 mi

| | > < | | |

900 miglia

poi, aggiunse dtre ore con I'intento di raggiungere una somma pari 2900 miglia Un dtro usal’ equazione
del tipo 50t+70t = 900. L’ insegnante puo portare questa classe a una discussone ulle differenze circa
lacomprengone, I'efficacia, e lagenerditadi questi vari gpprocai.

Troppo spesso, quando gli studenti N0 mess a confronto con i Smboli formai agebrid o
geometridi, 9 digtaccano dd contenuto e dalla comprensione, e sentono che la rappresentazione €
diventata fine a = gessa invece che uno srumento per cgpire e comunicare. Unire i dstemi
convenziondi di rgppresentazione dlacapacitadi comunicare degli Sudenti € lamigliore via per diminare
guesto trandlo. Indltre & necessrio che gli insegnanti non interpretino necessariamente le differenti
concettudizzazioni e rgppresentazioni degli dudenti come shagliate 0 comeindicatric di unamancanza di
comprensgone, ma che lavorino per capire il pensero degli sudenti. Questo non é facile, richiede
conoscenza, fidudiane loro progress, e senghilita da parte degli insegnanti.

Una drategia usata efficacemente dagli insegnanti € presentare agli sudenti una rappresentazione

come un semplice grafico o una figura geometrica e chiedere loro di scrivere e di condividere tutto cio
che pensano di sgpere sul diagramma, vedi Figura7.26.
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Dimmi tutto cio che sai sul Dimmi tutto cio che sai sul
grafico mogtrato quii triangolo mostrato qui

Fgura7.26. Compiti adescrizionefinitaaperta

Quando agli udenti sono dati compiti come quelli modtrati nella Figura 7.26, sondano la propria
comprensione rgppresentativa. L’ insegnante ha I opportunita di decidere dove cominciare lalezione, e
quae livello di conoscenze assunte Sa gppropriato per la classe e per | suoi udenti. Per imparare serve
che gli sudenti pensino atentamente ale loro sesse associazioni mentai e ascoltino attentamente cosa
sano dli dtri. L’insegnante pud partire da questa base comune di comprensione per sviluppare la
lezione, e per ricollegars ad dtri enunciai fondamentdi delle proprieta dele figure.

Gli gudenti hanno bisogno di capire I’ efficdienza e la Sgnificativita dd formdismo e ddll’ agtrazione
matematica, e di essere in grado di usarli a proprio vantaggio in matemdica pura e ndla moddlisica
ambientde. Le class che riescono a gimolare il loro stesso modo di pensare, e che procedono verso
dtri schemi di rgppresentazione piti convenziondi gpprezzano tae efficienza e tde uso.



