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Introduzione

In questa nota psentiamo unaenlizzazione al computer (usandob@aer Windows) del
modello di Beltami-Klein della gometia iperbolica.

Una pesentazionehe motva maemdicamente e dimosril funzionamento dei pgrammi
staa irviata per la publicazione allaivista“L’insegnamento della Mamdica e delle Sciereinte
grate” del Cento Riceche Diddtiche‘Ugo Morin'.

L'idea di fondo € di ealizzae una sda di “CABRI iperbolico” in cui le costuzioni fonda
mentali sono le stesse di quelle dEIABRI eudideo”. Un’'idea omolga e stéa realizzda in
Francia elaivamente al modello didhcaré e si puo dvare nel sito Intemet:

ftp://ftp.imag.fr/pub/CABRI/Merus-folder/.

Le costuzioni fiportate sono diise in te pati. Nella pima pate si pesentano le magnela
tive alle costzioni pioiettive utilizzge. Nella seconda pe si pesentano le costzioni fondamen
tali corispondenti al nostr menu'virtuale’. Nella terza pée si pesentano alcunepplicazioni de
fanno uso delle cosizioni pecedenti.
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Costruzioni proiettive

Quarto armonico
Oggetti iniziali; i punti allinedi A, Be C
Oggetti finali: il punto D

Descizione della costzione:

Retta:la retta t per C e le duette r ed s pek
Intersezione di duegmetti: il punto M; il punto N
Retta:la retta BM; la etta BN

Intersezione di duegmetti: il punto P; il punto Q
Retta:la retta PQ

Intersezione di duegmetti: il punto D

D e il quato amonico dopoA, B e C. Il bimpporto
(ABCD) € uguale a -1.

Ossevazione:spostando leette t s e t con la manina
possiamo gdee e D e'indipendente dalla lorscelta.
N.B. Qualor i punti non bsseo allinedi i risultai della
MACRO non wanno pesi in consideazione

Polare

Oggetti iniziali: il punto P e la ctonferenza K
Ogoetti finali: la retta r

Descizione della cosmzione:

Punto su unggetto:i puntiA e B
Retta:le retteAP e BP

Intersezione di duegmetti: i punti A’ e B’
Quato amonico:i punti M ed N
Retta:la retta r (per M ed N)

Osseviamo come #iia la retta r se dcciamo raovere |l
punto P

Possiamo erificare, muovendoA o B con la maninaghe
la costuzione e indipendente dalla scelta\d di B.

Polo

Oggetti iniziali: la circonferenza K e laetta p
Oggetti finali: il punto P

Descizione della cosmzione

Punto su unggetto:i puntiA e B
polare (diA): la retta r

polare (di B):la retta s

Intersezione di duegmetti: il punto P

spostando laetta p si pud eificare che P sara esteo,
intemo o sulla ciconferenza a secondde p sia secante
estena o tangnte




Omologia armonica

Oggetti iniziali: la retta p e i punth e P
Oggetti finali: il puntoA’

Descizione della costzione:

Retta:la retta A

Intersezione t due ggetti: il punto M
guato amonico (di FM eA): il puntoA’

Questa maar costuisce dai il polo P e I'asse p di un‘o
mologia amonica,l’'omologo A’ di ogni puntoA diverso
da P e nongpatenente all’'asse

Omologia (AB)
Oggetti iniziali: la circonferenza K e i puntA e B

(entmambi inteni 0 entambi estari alla ciconferenza K)
Oggetti finali: la retta t

Desciizione della costzione:

Retta:la rettaAB

polo (diAB):il punto P

Retta:le retteAP e BP

Intersezione di dueggetti: i punti M ed N

Retta:la retta MN

Intersezione di duegmetti: il punto T

polare (diT): la retta t

Questa maar costuisce (nella polata individuata dalla
circonferenza K) I'asse dell’omolpa amonica &e pota
Ain B.

SeA (o B) coincide con il centr O della ciconferenza
guesta maar non @isce (il punto P & all'infinito). In tal
caso saiirsi della maap “omologia CA”.

SeA e B sono simmeiti (in senso eualeo) rispetto ad
O, I'asse dell’'omolgia sara il diametr pependicolae al
segmento di esemiA e B.

Omologia OA

Oggetti iniziali: la circonferenza K e il punt@
Oggetti finali: la retta r

Descizione della costzione:

Retta:la retta QA

Pempendicolae:le rette s e t
Intersezione di duegmetti: i punti M ed N
Retta:la retta MN

Intersezione di duegmetti: il punto P
polare:la retta r

Ossevazione:i punti M ed N wanno scelti nello stesso
semipiano ispetto alla etta QA

N.B. Se M ed N non si scalgo nel medesimo semipiano
la retta r sara la ppendicolae ad G\ passante per il
punto di intesezione di @ con MN.
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Costruzioni fondamentali

Hretta K
Oggetti iniziali: la circonferenza K,il punto A e il punto

B R
Oguetti finali: il segmento MN N,.”
Descizione della cosmzione

Retta:la retta r

Intersezione di duegmetti: i punti M ed N

Segmento:il segmento MN

Ossevazione:questa maar costuisce la etta iperbolica

per due punti

Hsemiretta

Oggetti iniziali: la circonferenza K,i puntiA e B

Oggetti finali: il segmentoAC

Desciizione della costizione: C
Punto:il puntoA e il punto B
Semietta:la semiettaAB

Intersezione di dueggetti: il punto C

Segmento:il segmentcAC K

Ossevazione:questa magar costuisce la sematta iper
bolica con punto inizialairezione e ®grso pefissdi.

Hasse AB

Oggetti iniziali: la circonferenza Kl puntoA e il punto B
Oggetti finali: la hretta MN

Desciizione della costzione:

Omologia(AB): la retta r

Intersezione di dueggetti: il punto M e il punto N
hretta:il segmento MN

Ossevazionecfr. la costuzione pecedente

N.B.: questa macr non gisce se uno dei due estni del
segmento coincide con An questo caso cfta costuzio- \
ne successa




Hasse AO

Oggetti iniziali: la circonferenza K e il puntoA
Oggetti finali: la hretta MN

Descizione della costzione:

Omolagia (QA): la retta r

Intersezione di dueggetti: il punto M e il punto N
hretta:il segmento MN

Hriflessione

Oggetti iniziali: la circonferenza K,la hretta MN e il
puntoA
Oggetti finali: il punto f(A)

Descizione della costzione:

Retta (per M ed N)a retta r

Polo (di r):il punto P

omologia amonica (di asse r e polo B)punto f(A)

Ossevazione:infatti il segmentoA f(A) € peipendicolae,
nel senso iperbolico del taine (vedi piu aanti), alla
hretta MN e inolte il sgmentoAB é iperbolicamente
uguale al sgmento Bf(A).

Hcirconferenza

Oggetti iniziali: la circonferenza Kl punto C e il punta\
Oggetti finali: I'ellisse K1

Desciizione della costizione:
hasse COil segmento r
hriflessione :il punto f(A)
Circonferenzala circonferenza K’
Punto su unggetto:i puntiD, E,F e G K
hriflessionei punti f(D), f(E), f(F) e f(G)
Conica:l'ellisse K1

Ossevazione:
abbiamo peferito costuire I'ellisse utilizzando il coman '

do “conica” piuttosto te il comanddiuogo” perché il
luogo non viene iconosciuto dal Clari per eventuali ‘
manipolazioni success. Per motvi didattici, qualoma
non sia ancar noto il &tto che la ciconferenza iperbolica
e rappresenta nel modello da un’ellisspud esser utile
lavorare speimentalmente usando il comantloogo”
(scagliendo un punto D su ke il luogo descitto da f(D)

al variare di D).

N.B. Questa macrnon gisce nel caso in cui C coincida
con Q In tal caso la caonferenza iperbolica coincide con
quella eutidea.
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Hperpendicolare

Oggetti iniziali: la circonferenza K,il puntoA e la hetta
BC
Oggetti finali: la hretta p

Descizione della costuzione:
Rettalla retta r

polo (di r):il punto G

Retta:la rettaAG

Punto su dueggetti: il punto P
hretta (peA e P):la hretta p

Ossevazione:ricordiamo de nel modello di Belami-
Klein due ette sono pgendicolar se e solo se una passa
per il polo dell'alta. Spostando la &tta BC si puod osser
vare che quando diene un diametr la pependicolaita
iperbolica coincide con quella digtea

Hpunto medio AB

Oggetti iniziali: la circonferenza K,il punto A e il punto
B
Oggetti finali: il punto M

Desciizione della costizione:
hassé\B: il segmento CD
Segymento:il segmentoAB
Intersezione di dueggetti: il punto M

Ossevazione:questa maa non funziona se uno gk
estemi del sgmentoAB coincide con OlIn questo caso
confronta la costizione success.

La maco non funziona ar® nel caso in cui il punto
medio & poprio O. In tal cas)AO=BO ante in senso
eudideo.

Hpunto medio OA

Oggetti iniziali: la circonferenza K e il punt@
Oggetti finali: il punto M

Descizione della costzione:

hasse @: il segmento CD
Segmento:il segmentcAO
Intersezione di duegmgetti: il punto M




Hbisettrice

Oggetti iniziali: la circonferenza K e i punth, Be C
Oggetti finali: la hsemietta BM

Desciizione della costzione:
hsemietta:i segmenti BD e BE
hretta:il segmento DE
hpependicolae: la hretta r
punto su dueggetti: il punto M
hsemietta:il segmento BM

Ciclo

Oggetti iniziali: la circonferenza Kl punto P e il punté M
Oggetti finali: I'ellisse K’

Descizione della cosmzione

Punto su unggetto:il punto M

hretta (per M e P)a hretta r

hriflessione (dA rispetto alla hetta r):il puntoA’
Punto su un ggetto:il punto R

hretta (per R e PJa hretta s

hriflessione (dA’ rispetto alla hetta s)il puntoA”
hriflessione (dA rispetto alla hetta s): il puntoAl
hriflessione (dA1 rispetto alla hetta r):il punto A2 )

Conica:l'ellisse K’ —

Ossevazione:questa maa genela un cido definito
come l'orbita desétta da un punto (nel nosto casdd
rispetto al guppo delle tasformazioni iperbolibe e
tengono sso un punto Rtterute come prdotto di ifles
sioni per ette passanti pet P

Nei tre casi ispettii in cui P sia intemo a K,su K o
esteno si hanno leatazioni, le traslazioni e gli sposta M
menti paalleli e le cuve iisultanti sono le cegonferenz,
gli orocidi e le curve equidistanti.
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N.B.:Pur essendo il dig il luogo descitto daA” al vara-

re del punto M sulla oionferenza K,abbiamo peferito
definire la maco sfuttando il comando Conica per le
ragioni esposte mcedentemente neguardi della costuo-
zione dell’hciconferenza

Hcompasso

Oggetti iniziali: la circonferenza K,il segmentoAC e |l
punto B
Oggetti finali: I'ellisse K’

Descizione della costuzione

hasse\B: la hretta MN

hriflessioneil punto C’

hcirconferenzal’ellisse K’

Ossevazione:questa macr non funziona se il pun# (o

il punto C) coincide con QOln ta caso &di costuzione
successia.

N.B. SeA e B sono simmeiti rispetto al punto O I'hasse
coincide con il diametr pependicolae al sgmentcAB

Hcompassol

Oggetti iniziali: la circonferenza K,il punto A e il sey-
mento BO
Oggetti finali: la hciconferenza K’

Descizione della costizione:
hasse @: la hretta MN
hriflessioneil punto B’
hcirconferenzail’ellisse K’




Htrasporto di un segmento

Oggetti iniziali: la circonferenza K il sgmentoAB e la
hsemietta CD
Oggetti finali: il segmento CE

Desciizione della costzione:
hcompassdellisse K’

Intersezione di dueggetti: il punto E
Sgmento:il segmento CE

Htrasporto di un segmentol

Oggetti iniziali: la circonferenza K,il segmentoAO e la
hsemietta BC
Oggetti finali: il segmento BD

Descizione della cosmzione
hcompassolellisse K’

intersezione & due ggetti: il punto D
Seggmento:il segmento BD

Htrasporto di un angolo

Oggetti iniziali: la circonferenza K,I'angolo ABC e la
hsemietta DE
Oggetti finali: I'angolo A”DB’

Desciizione della costzione:
Sgmento:il segmentoAB
hpependicolae: la hretta CF
Intersezione di duegmetti: il puntoA’
Segmento:il segmentcA’'B

htraspoto di un sgmento:il segmento A"
hpependicolae:la hetta MN

Segmento:il segmentcA'C

hsemietta:la hsemiettaA”M

htraspoto di un sgmento:il segmentcA”B’
Seymento:il segmento DB’

Ossevazione:i due tiangoli ABC e A'DB’ sono uguali
(in senso iperbolico) per il pno ciiterio di ugualianza.
Infatti si tratta di due tiangpli rettangli con i cdeti uguali.
N.B. Questa costizione a bene per gli argi acuti. Rer
gli angoli ottusi sono necesdaralcune modithe e
lasciamo al lettar
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Hrotazione

Oggetti iniziali: la circonferenza K,I'angolo BDE, il
punto C (cent della ptazione) e il punté
Oggetti finali: il puntoA’

Desciizione della costuzione:
hsemietta:la hsemietta CA
htraspoto di un anglo: il punto D
hsemietta:la hsemietta CM
hcirconferenzail’ellisse K’
Intersezione di duegmetti: il puntoA’

Ossevazione:il puntoA’ giacera nel semipiano opposto a
quello in cui gace O ispetto alla hetta pplungamento
della hsemigtta CA. Se tale ktta passa per O la macr
non funziona.

Hmisura di un angolo

Oggetti iniziali: la circonferenza K e I'anglo BAC
Oggetti finali: il numeio

Desciizione della costuzione:

hasse @: la hretta MN

hriflessionei punti B’e C’

Misura di un anglo: misura eudidea dell'anglo B'OC’

Hparallele limite

Ogetti iniziali: la circonferenza KJa hretta MN il puntoA
Ogoetti finali: il segmentocAM e il segmentcAN

Descizione della costuzione:
Segmento:il segmentcAM e il segmentcAN

Ossevazione:usando la maor precedente si possono
speimentae alcune integssanti (e note) pprieta. Ad
esempio I'anglo NAQ é uguale all'angio QAM. Inoltre
spostand@ lungo la nomale da Q &, I'angolo di paal-
lelismo assume tutti iatori possibili compesi nell’inter
vallo (9¢7,0°)




Htraslazione .

Oggetti iniziali: la circonferenza K,il vettore AB e |l
punto C
Oggetti finali: il punto C’

Costuzione:

hretta:hretta MN

hpependicolae: hretta RS

Intersezione di duegmgetti: il puntoA’
hsemietta:hsemiettaA’N

htraspoto di un sgmento:il segmentoA’B’
hpependicolae: hrettaTU

Retta:la retta r

polo:il punto P

ciclo (di cento P e passante per Cgllisse K’
Intersezione di duegmetti: il punto C’

Ossevazione:questa Maar non funziona se uno ge
estemi del \ettore coincide con OEssa desore lo spe
stamento del punto C lunga curva equidistante alla
hretta MN in modo tale e la ppiezione dell’aco per
corso sulla hetta sia uguale al modulo dedttore.

Hspostamento parallelo

Oggetti iniziali: la circonferenza K,il puntoA e il vettore
BC
Oggetti finali: il puntoA’

Descizione della coswmzione:

hsemietta:la hsemietta BM

ciclo (di cento M e passante pa: I'ellisse K”
hcompasso (di ceA e raggio BC): I'ellisse K’
Intersezione di dueggetti: il puntoA’

Ossevazione:nella defiizione di questa maorcome in
molte alte, c’é un pohblema elaivo al fatto che la scelta
del punto di intesezione @ le due ellissidtta dal CABRI
risulta casuale e non si possono quindi indicalr po-
gramma le modalitataaverso le quali sagliere un punto
rispetto a un alt.
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Alcune applicazioni

Costruzione della hperpendicolare comune
a due hrette date.

Gli oggetti dai sono:la circonferenza K e le hetteAB e
MN.

Descizione della costuzione:

Retta (passante per N ed N9retta p

polo (di p):il punto P

Retta (passante pare B):la retta r

polo (di r):il punto R

Retta (passante per P e R)retta s

Intersezione di duegmetti: i puntiC e D

hretta:la hretta CD (be € la hpgrendicolae comune).
Ossevazione:la costuzione ci cordma il noto rsultato

che esiste una sola pendicolae conune a due latte

ipemarllele Infatti per due punti passa una e una solg
retta, e questaaetta inteseca la ciconferenza solo se le
hrette dée si incontano in un punto ul&ideale

Possiamo werificare speimentalmente questatto con
Cébri facendo ariare con la manina la posizionecipro-

ca delle hetteAB e CD.

Costruzione di un triangolo equilatero di
lato dato.

Gli elementi iniziali sonola circonferenza K e il sgmen
toAB

Descizione della costzione:
hcirconferenza (di centrA e passante per Blellisse K1

K2

K1

hcirconferenza (di centr B e passante pa): I'ellisse K2

Intersezione di duegmetti: il punto C
Poligono:il triangolo iperbolico equileero ABC

Costruzione di un hquadrato inscritto in una
hcirconferenza.

Gli elementi iniziali sono la aionferenza K e la hcaon
ferenza K'( di centp O’ e passante pé&).

Descizione della costzione:

hretta (passante per ®A): la hretta MN
Intersezione di duegmetti: il punto C
hpependicolae (da O'a MN): la hretta M'N’
Intersezione di dueggetti: i punti D e B
Poligono:il quadiato iperbolico ABCD




Costruzione di un quadrato iperbolico circo-
scritto ad una circonferenza.

Gli oggetti iniziali sono la ciconferenza K e la hcaonfe-
renza K'(di cento A e passante per B).

Desciizione della costzione:

hretta (peA e B):la hretta MN

Intersezione di dueggetti: il punto C

hpependicolae (da B a MN)ia hretta RS
hpependicolae (da C a MN)la hretta R'S’
hpependicolae (daA a MN): la hretta M'N’
Intersezione di dueggetti:i puntiD e E
hpependicolae (da D a M'N’):la hretta PQ
hpependicolae (da E a M'N"):la hretta P'Q’
Intersezione di dueggetti: i puntiA’, B’, C'e D’
Poligono:il quadiato iperbolicoA’'B’C’D’
Ossevazione:puo essax utile deinire la maco “hlato
del quadato circoscitto” da utilizzae nella costizione
dell’hpentayono iscitto.

Costruzione del lato di un hesagono iscritto
in una hcirconferenza

Gli oggetti iniziali sono la ciconferenza K e la hcaonfe-
renza K’'(di cento O’ e passante per B)

Descizione della cosmzione

Sgymento:il segmento O'B

hpependicolae (da O'ad O'B):la hretta MN
Intersezione di dueggetti: il puntoA

Segmento:il segmentcAB

hpependicolae (da O'adAB): la hretta M'N’
Intersezione di dueggetti: il punto C

hcirconferenza (di centr C e passante p&): hcirconfe-
renza K”

Intersezione di dueggetti: il punto D

hcirconferenza (di centr A e passante per Dla hcircon
ferenza K*

Intersezione di dueggetti: il punto E

Segmento:il segmentoAE (che e il ldo dell’esgono
regolare iperbolico isdtto nella hciconferenza K').
Ossevazione:pud esser utile deinire una maar “hlato
dell’esggono iscitto” da utilizzae nella costizione sue
cessva.

Costruzione di un hlato del pentagono iper-
bolico regolare iscritto in una hcirconferen-
za.

Gli oggetti iniziali sono la ciconferenza K e la hcaonfe-
renza K'di cento O’ e passante pé.

Descizione della coswmzione:
hlato del quadato circoscitto: il segmento BF (tanente
inAaKk’)
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hlato dell’esajono iscitto: il segmento GL

hpunto medio (di GL)il punto |

Seggmento:il segmento Gl

hsemietta (peA e O’): la hsemietta t

htraspoto di un sgmento (del sgmento Gl):il segmento
AC

hbisettice (dell’anglo ACB): la hsemietta CC’
Intersezione di dueggetti (CC’eAB): il punto D

Retta (perA e O'): laretta r

polo (di r):il punto P

Mostra/Nascondinasconde laetta r

ciclo (di cento P e passante per DEllisse K”
Segymento:il segmento BO’

Intersezione di dueggetti (di BO’e K”): il punto Q
hpependicolae (da Q ad\O’): hretta s

Intersezione di dueggetti: il punto N

Sgmento:il segmento O'N

htraspoto di un sgmento (il sgmento O’'N):il segmento
AE

hcirconferenza (di centr E e passante pAj:I'ellisse K*
Intrsezione di dueggetti: il puntoA’

hcirconferenza (di centrA e passante pét): I'ellisse K°
Intersezione di duegmetti: il punto M e il punto M’
Segymento:il segmento MM’

Ossevazione:ll segmentoMM’ ¢ il lato dell’hpentgono
isciitto. A pattire da questa cosizione si puo dddire la
Macro “hlato del pentgono iscitto ad una hctonferenza”.

Costruzione di un hpentagono regolare
iscritto in una hcirconferenza.

Gli oggetti iniziali sono:la circonferenza K e la hcaon
ferenza K'di cento O’ e passante pé.

Desciizione della costzione:
hlato pentgono inscitto: il segmento MN
hcirconferenza (di centr N e passante per Mkllisse K1




Intersezione di dueggetti: il punto B

hcirconferenza (di centr B e passante per Miljellisse
K2

Intersezione di dueggetto:il punto C

hcirconferenza (di centr C e passante per Bellisse K3
Intersezione di dueggetti: il punto D

Poligono: il pentagono MNBCD (de & un hpengono
regolare)

Ossevazione:la hcirconferenza K4 (di centr D e pas
sante per C) intseca K'nel punto M:

Tassellazione del piano iperbolico con trian-
goli equilateri

Gli elementi iniziali sono la aionferenza K e il suo cen
tro O

Descizione della costzione:

Poligono regolare (tiangolo di cento O): il triangolo
ABC

hmisui di un anglo: hmisuma dell'anglo ABC (si sposta
B con la maninadcendo in modote tale miswua risulti
uguale a 49

hriflessione (di Cispetto @B): il punto C’

Poligono:il triangolo ABC’

hriflessione (dA rispetto a C'B)il punto C”

Poligono:il triangolo BC'C”

hriflessione (di Crispetto a C"B)il punto B’

Si prosggue in maniea analga per i punti e i tangli
successii. Il punto D’ (hriflesso di D ispetto adA’D)
coincidera com\.

Tassellazione con quadrati il cui angolo ha
misura iperbolica uguale a 72,0 .

Gli elementi iniziali sono la aionferenza K e il suo cerur

Descizione della costzione:

Poligono regolare (quadato di centp O): il quadto
ABCD

hmisum di un anglo (hmisua dell’anglo ABC): il
numeio 72,0° (si sposta con la manina uertice fino ad
ottenee il numen 72)

hriflessione ( dA rispetto a BC)il puntoA’

hriflessione (di Dispetto a BC)il punto D’

Poligono:il quadiato iperbolico BYD'C

hriflessione (dA' rispetto a CD’)il punto C’

hriflessione (di Bispetto a CD")il punto B’

Poligono:il quadiato CD’C'B'.

Si proseyue nella stessa margeper la ealizzazione dei
quadati iperbolici CB’'C"'B” e CB"A'D” (dove D” che &
I’'hriflesso di Brispetto a CB”coincide con D)
Ossevazione:Se si sposta con la manina uno deiior
del quadato I'angolo iperbolico cambia (aumenta o dimi
nuisce ) e il iflesso di B'rispetto a CBnon coincide piu
con D
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Tassellazione con pentagoni regolari i cui
angoli hanno misura iperbolica 90°.

Si procede in modo anajo alla tassellazione con quadr
ti. In questo caso Kthe ¢ il iflesso di Erispetto a DC’)
coincide con E.

Nelle pajine precedenti Bbiamo d#&o alcune costr
zioni iperbolidhe .Val la pena comnque notag che in
geneanle essedanno uso dei punti allimfito e all’ultra-
infinito e quindi,pur essendo pesftamente alide per
dimostiare I'esistenzadegli oggetti costuiti nel piano
iperbolico,non sono diettamente &ducibili come costr
zioni in esso.

Ad esempio la nosér costuzione delle hpallele
limite dal punto P allaetta r consistea nelcongungere
P con i punti allinfnito di . Ma questi punti all'iniihito
sono poprio defniti come i punti comni a due hpallele
limite. Cid da lugo ad un cicolo vizioso. Quindi con le
costuzioni precedenti si € solo dimosta |'esistenza
delle hpaallele, ma non si € da una costrzione effettiva
nel piano.

Se si esaminano le castioni efettude, quelle e
necessitano di essetradotte in costrzioni nel piano
iperbolico sono in gnee quelle be iichiedono di connet
tere punti ta i quali almeno uno é imgprio. | casi possi
bili sono quindi:

(&) Un punto poprio con un punto all'infiito (equi
valente alla costzione dell’hpaallela da un
punto a una hsengtta)

(b) Un punto poprio P con un punto all'ulg-infinito
(deteminato da due hette ultiaparallele). La
costuzione si iduce a deteninar la hpepend
colare da P alla hpeendicolae comune alle due
hrette

(c) Due punti all'infnito (cioé la hpaallela conune a
due hsemgtte).

(d) Un punto all'infnito con un punto all’ul@-infini-
to (equvale a costrire una hetta hpaallela a una
hsemietta e hpgrendicolae a una tetta).

(e) Due punti all'ulta-infinito (non & gnealmente
possibile ma se le due hppendicolar comuni
sono ultepamallele basta mndee la loo pepen
dicolare comune).

Si compende cosi come queste cogioni siano in
gualdhe modo basilarper tradure le costuzioni nel
modello nel piano iperbolico éhiano und‘status” patti-
colate tra le costzioni possibili.Alcune sono di Hilber
e tutte possonoedesi in un gposito paagrafo di
Coxeter

Sgyuendo Cgeter diamo di gpuito delle costrzioni
effettive di aygetti geometici nel piano iperbolico senza
far uso dei punti all'infito (Naturalmente & lecito per
dimostare la validita delle costizioni fitornare al model
lo completocioé al piano giettivo).
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Dato un punto A e una hretta q costruire le
hparallele per A a q.

Descizione della costnzione:

hpependicolae (perA alla hretta g):hretta r
hpependicolae (perA a r): hretta s

Punto su un ggetto: punto C

hpependicolae (per C a shretta t

Intersezione di duegmetti: il punto B

Segymento:il segmento BC

hcompasso (cer@A e raggio BC): hcirconferenza K’
Intersezione di dueggetti:i punti D e D’

hretta:le hretteAD e AD'.

Condusione:Le hretteAD e AD’ sono le hpallele limite
dal puntoA alla hretta g.

Costruire la hparallela limite comune a due
hsemirette non hparallele.

Siano dée le hsemiette AM e BN.

Desciizione della costzione:

Punto su unggetto:il puntoA’ e il punto B’

Seggmento:il segmentoA'N e il sggmento B'M

hbisettice (del’'anglo MA'N): la hsemiettaA’'M’
hbisettice (dell'anglo MB’N): la hsemietta BN’
hpependicolae comune:la hretta d (be & la hpallela
limite conune cecaa)

Date le due hrette ultraparallele r ed s
costruire la hperpendicolare comune.

Desciizione della costzione:

Punto su unggetto:i puntiA e C (su s)
hpependicolae: la hretta MN (hpependicolae a r peA)
hpependicolae: la hretta M'N’ (hpependicolae a r per C)
Intersezione di dueggetti: i punti B e B'.

SeAB=CB’ la hpependicolae cecaa sara la corign-
gente i punti medi d\C E BB'.

Altrimenti supponiamé&B<CB’.

Seggmento:il segmentoAB

hcompasso (di cerB’ e raggio AB): I'ellisse K1
Intersezione di dueggetti: il puntoA’

hsemietta:la hsemiettaA’N’

htraspoto di un anglo (dell'anglo CAB sulla hseméat-
taA'N"): il segmentoA’F

hretta:hrettaA'F

intersezione di dueggetti: il punto D

Seggmento:il segmentcA’D

hcompasso (di cemtA e raggio AD): I'ellisse K2
Intersezione di dueggetti: il punto D’ (scelto ispetto ad
A dalla pate opposta di C)

hasse (di DD’):la hretta d (tie € la hpgrendicolae
comune cecaa)
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Date una hretta r e una hsemiretta p che
non sia né hperpendicolare né hparallela a
r, costruire una hretta che sia hparallela a
p e hperpendicolare a r.

Indichiamo conA l'origine della hsemetta e con M |l
suo punto all’inihito.

Descizione della costzione:

hriflessione (dA rispetto a r)il puntoA’

Punto su unggetto:il punto B

hriflessione (di Bispetto a r)il punto B’

hsemietta (di oigine A’, passante per B’Ja hsemietta
AN

hretta:la hretta MN

Congiungere un punto all’infinito con un
punto all’ultra infinito.

Siano dée le hette ulteparallele MN e M'N’ e la hsemi
rettaAL.

Descizione della costzione:

hpempendicolae comune (alle due Hatte ultaparallele
dae):la hretta ST

hriflessione (dA rispetto a ST)il puntoA’

Punto su unggetto:il punto B

hriflessione (di Bispetto a ST)il punto B’

hsemietta (di oigine A’ e passante per B’hsemietta
AQ

hretta:hretta QL

Ossevazione:QL € hpependicolae alla hpgpendicolae
comune e hpallela alla hesematta déa.
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Nel quadeno n.10 di Chrirrsae
e stdo present&o
Il modello di Pvincaré
del piano iperbolico.

Si presenta qui un attrmodello,
guello di Beltami-Klein, secondo un’impostazione
Interamente basa

sul concetto di aisbrmazione

e sulle idee del pgramma di Elangen di Klein.
Trasbbrmando le maar in tasti

e possibile costiire una sda di Cdori iperbolico

di cui vengono indicae alcune pplicazioni
alla costuzione dei poligni regolan

e a poblemi di pavimentazione
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