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Introduzione
Il Cabri-Géomeétre e stato utilizzato quasi esclusivamente per esplorare situazioni euclidee. Con
l'ausilio dell'opzione macrocostruzione € possibile estendere il suo dominio di applicazione alla
geometria non-euclidea.
Il problema da affrontare, allora, & quello di interpretare i concetti primitivi della geometria non
euclidea iperbolica in altrettante costruzioni euclidee da realizzare sul Cabri.
Quello che mi propongo di illustrare

* la costruzione di un menu iperbolico per il Cabri

* 'esplorazione di situazioni significative sul modello di Poincaré sul disco.

I Modello di Poincaré

Per la costruzione del modello di Poincaré devo adoperare alcune nozioni euclidee che richiamo
preliminarmente.

m .1 Inversione circolare
Dato nel piano un cerchiodi centroO e raggior, 'immagine di un puntd?, per inversione circo-
lare, € il puntd®’ appartenente alla semire@d tale che
OPXOP'=r
L'inversione € una trasformazione
« 1.1 definita per ogni punto P del piano diverso dal punto O
1.2 involutoria
1.3 conforme
1.4 che lascia invariato il birapporto di quattro punti
che trasforma:
«1.5cinc

« 1.6 una retta in { un cerchio se @& r

unarettaperOse@r

un cerchio se & a

* 1.7.un cerchiain { unaretta per O se@a

« 1.8 I'interno del cerchie nell’'esterno e viceversa
Per un percorso didattico per lo studio di queste proprieta vedi[1]e[4].

Sono state proposte alcune macro per l'inversione circolare (vedi[4]e [ 6]), richiamo quella
proposta da Zagabrio (vedi [ 6 ] ) ottimizza il numero di oggetti per realizzare la costruzione (vedi
la figura I.1).

« 1 creazione del cerchinv (creazione/cerchio di base) ;

* 2 costruzione del punt® centro del cerchiav (costruzione/centro);

« 3 creazione del punt®( creazione/punto di base);

« 4 creazione della rettaper i puntiP e O (creazione/retta per 2 punti);

« 5 costruzione della rettgperO perpendicolare a (costruzione/retta perpendicolare);

* 6 costruzione del puntd intersezione trinv e s(costruzione/intersezione di due oggetti);

« 7 creazione del segmerié (creazione/segmento);

« 8 costruzione della retteper A perpendicolare al segmeré (costruzione/retta perpendict
lare);

* 9 costruzione del punt intersezione traedr (costruzione/intersezione di due oggetti);
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figura 1.1

« 10 costruzione del punf® simmetrico diR rispetto adO (costruzione/simmetrico).

¥ macro“inversione circolare”
* 1 selezionare come oggetti iniziady, O e P
« 2 selezionare come oggetto fin&le

La versione Cabri - Géométre Il ha tra le opzione del menu I'inversione circolare.
Nel seguito utilizzo la notazione ifv) per indicare I'inversione circolare definita dal cerahio

m 1.2 Cerchi ortogonali
Il cerchioc & ortogonale al cerchict se le tangenti per il punto di intersezione dei due cerchi
sono ortogonali.
Dalla definizione si puo dedurre che

» 2.1 i punti di intersezione di due cerchi ortogonali si ottengono intersecando uno di essi con il
cerchio che ha per diametro il segmento che unisce i loro centri
infatti (vedi la figura 1.2) dalla definizione i triangoli OAO* e OBO* sono rettangoli ed hanno l'ipo-
tenusa coincidente allora devono avere i vertici sul cerchio che ha per centro M punto medio di
OO* e passante per il punto O.

C*

VDN
\

figura 1.2
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« 2.2¢C* € ortogonale & ssec* = invc(c*)
dal teorema della secante e della tangente ad un cerchio si ha (vedi la figura 1.3)
OA X OB = 0D

figura .3

Sfrutto la proprieta 2.1 per costruire il cercbfai centroO* ortogonale & (vedi la figura 1.4)
« 1 creare il cerchia di centroO (creazione/cerchio di base e costruzione/centro)
« 2 creare il punt@* (creazione/punto di base)
« 3 costruirdVl punto medio del segmen@O* (costruzione/punto medio)
« 4 creare il cerchid di centroM perO (creazione/cerchio centro - punto)
5 costruire il puntoA intersezione tra e c (costruzione/intersezione di due oggetti)
« 6 creare il cerchio* di centroO* per A (creazione/cerchio centro punto)

A c*

figura .4
¥ macro “cerchio ortogonale di centro dato”
« 1 selezionare come oggetti inizig]iO e O*

« 2 selezionare come oggetto finafe

Applico la proprieta 2.2 per costruire il cerclefoortogonale a per i puntiA e B del discoc



(vedi la figura 1.5).

« 1 aprire la macro inversione circolare (costruzione/macro)

« 2costruire il punt@&\' = invc(A) (costruzione/inversione)

» 3 costruire la retta asse del segmenth, B e la rettas asse del segment®A’
(costruzione/asse)

* 4 costruire il punt®* intersezione trai e s (costruzione/intersezione di due oggetti)

« 5 creare il cerchio* di centroO* per A (creazione/cerchio centro - punto)

figura 1.5

¥ macro “cerchio ortogonale per due punti”
* 1 selezionare come oggetti inizigliA e B
« 2 selezionare come oggetti finatie O*

Costruzione del modello
Nel seguito i terminin corsivoindicano enti del modello.

m 1.3 Lo spazio
Lo spazioé costituito dai punti del disco aperto di frontiera il cerdpier di centroO, i punti
impropri sono i punti diper, le rette sono i diametri diper (rette del | tipo) e gli archi di cerchi
ortogonali adper in esso contenuti (rette del Il tipo).
Data laretta r si definisce comsimmetriarispetto ad la simmetria del piano euclideo sé del
| tipo, l'inversione circolare individuata da se e del Il tipo; lssimmetriasopra definita gode di
tutte le proprieta dell’ordinaria simmetria [1], [2].
La perpendicolares ad unarettar per unpuntoP €& caratterizzata dall’essere unita rispetto alla
simmetria individuata da : seP & r (vedi la figura 1.6)

» 1 costruire ilsimmetricoP’ di P rispetto ad

« 2 costruire il cerchio ortogonaseadiper perP eP’ .
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. A’
“'.b.
Q

r*

figura 1.6

v macro “ h-perpendicolare punto esterno a retta del Il o | tipo”
« 1 selezionare come oggetti inizigder, O, r, P, (iper, O, r*, P)
« 2 selezionare come oggetti fingliO’, (s*, O*)

Nel casdP € r la costruzione dellperpendicolares dipende dal tipo dietta:
« r del primo tipo (vedi la figura 1.7)
* 1 costruire?’ = inviper(P)
« 2 costruireD* punto medio del segmenkP’ (costruzione/punto medio)
« 3 creare il cerchisdi centroO* e passante pdt (creazione/cerchio centro - punto)

figura .7

Il punto O* e l'intersezione tra e I'asse del segmen®P’, infattis & ortogonale ad allora
O*e r, sé ortogonale #er alloraO* € un punto dell’asse &P’



v macro “ h-perpendicolare I”
« 1 selezionare come oggetti inizigder, O, r, P
« 2 selezionare come oggetti fingliO*

* r del secondo tipo (vedi la figura 1.8)
« 1 creare la rettaper OP (creazione/retta per due punti)
* 2 costruire la retta perpendicolare & perO’ (costruzione/retta perpendicolare)
* 3 creare il segmentO’P (creazione/segmento)
* 4 costruire la retta perpendicolare ®'P perP (costruzione/perpendicolare)
« 5 costruireD* intersezione tral e v (costruzione/intersezione di due oggetti)
« 6 costruire il cerchig di centroO* e passante pd? (creazione/cerchio centro punto)

figura 1.8

Il puntoO* & l'intersezione tra la tangenteper P ar e la perpendicolare alla rettat , infattisé
ortogonale ad alloraO* & u, sé ortogonale agper alloraO*€e€ v.
Nel caso in cuD, O’ eP sono allineati Igperpendicolare la retteOP.

v macro “ h-perpendicolare II”
« 1 selezionare come oggetti inizigler, O, r, O’, P
« 2 selezionare come oggetti fingliO*

m 1.4 Costruzione della bisettrice
Dato I'angolo rAs la bisettriceé laretta che individua lasimmetriache trasforma laettar nella
rettas. La procedura di costruzione dipende dedlteincidenti che individuano &ngolo

« se leretter edssono del | tipo ldisettricecoincide con la bisettrice euclidea,

* se larettar € del | tipo eds é del Il tipo (vedi la figura 1.9)
« 1 costruire la perpendicolaradr perQ’ (costruzione/perpendicolare)
« 2 costruire i puntD* e O** intersezione tra et (costruzione/intersezione di due oggetti)
« 3 costruire i cerchibi* e bi** passanti petA di centro rispettivamenteO* e O** (creazio-
ne/cerchio centro - punto)
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figura 1.9
| punti O* e O** sono l'intersezione tr& e t, infatti per 1.6 sono sul cerch#&per 2.2 sono sulla
perpendicolare aperQO’.
Per 2.1bi* e bi** sono ortogonali.

¥ macro “ h-bisettrice I, II”
« 1 selezionare come oggetti iniziglis, O’ e A
« 2 selezionare come oggetti finhl¥, O*, bi** e O**

« se leretter edssono del |l tipo (vedi la figura 1.10)

* 1 costruire i puntB e C intersezione tra e iper (costruzione/intersezione di due oggetti)

« 2 costruire il punt&’ intersezione trese iper (costruzione/intersezione di due oggetti)

« 3 creare la rettp perO’O” (creazione/retta per due punti)

« 4 creare la rettqg perB, C’' e la retta perC, C' (creazione/retta per due punti)

« 5 costruire il puntd* intersezione di e p ed il puntoO** intersezione trg e g (costruzio-
nef/intersezione di due oggetti)

« 6 creare il cerchibi* e bi** passanti per A e di centro rispettivame@& e O** (creazio-
ne/cerchio per due punti)

Il punto O* e il puntoO** sono rispettivamente l'intersezione tra le rdtte p e le rettep e q,
infatti i cerchir, s, bi* e bi** sono incidenti in A e invass§A) alloraO*€ pe O* € p,C’ =
invoi*(C) alloraO* € t, B = invui» (C) alloraO** € q.

bi** = inveir(bi**): i punti di intersezione traper e bi** si trasformano uno nell’altro rispetto
all'inversione individuata dhi* e A = invbi(A).

v macro “ h-bisettrice II”
« 1 selezionare come oggetti inizigder, r, 0’,s,0” eA
« 2 selezionare come oggetti finhl¥, O*, bi** e O**
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Set & parallela @, (g € parallela @), labisettricee la retta pe©A.

figura .10

m 1.5 Costruzione del punto medio e dell’asse
Dato il segmentali estremiA eB
* seA, B, O non sono allineati per individuare il punto medio (vedi la figura 1.11)
« 1 costruire il cerchio ortogonateperA e B di centroC (costruzione/cerchio ortogonale)
« 2 costruire i puntD e D’ intersezione trgper e p (costruzione/intersezione di due oggetti)
« 3 costruire le rettq er rispettivamente pddD’ e AB (creazione /retta per due punti)
« 4 costruire il puntde punto di intersezione tiger (costruzione/intersezione di due oggetti)
5 costruire il segment&C ( creazione/segmento)
« 6 costruire la perpendicolar@erO a EC (costruzione/perpendicolare)
« 7 costruire il puntd- intersezione trae EC (costruzione/intersezione di due oggetti)
« 8 creare il segmentOF (creazione/segmento)
* 9 costruire il puntd/ intersezione tr®F e p (costruzione/intersezione di due oggetti)

Per costruire I'asse ripetere le istruzioni fino a6
« 7' costruire I'intersezion® trat ep (costruzione/intersezione di due oggetti)
« 8’ creare il cerchi@assedi centroE passante pavl (creazione/cerchio centro punto)

Il punto E € l'intersezione tra e q, infatti B = invassdA) alloraE € ras , D' =
invass{D)allora E € roo.
Per 2.2 l'intersezione trassee p € sulla perpendicolare pér adEC.
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Le istruzionida «7 a+9 sono utilizzate per individuare I'intersezione gacompresa tré e B.

¥ macro “ h-punto medio”
* 1 selezionare come oggetti inizigder, O, A e B
* 2 selezionare come oggetti finki

¥ macro“ h-asse”
* 1 selezionare come oggetti inizigder, O, A e B
« 2 selezionare come oggetti finase

Ser e parallela @ I' assee la retta pe©C, il punto media I'intersezione tra e OC.
* seA, B, O sono allineati la costruzione precedente non é possibile perché ilpantoé indivi-
duabile, allora,

« 1 creare un puntQ non allineato cor\, B

« 2 costruire il cerchiav ortogonale adper perA e Q

« 3 costruire il puntd’ corrispondente dB rispetto all'inversionav

* 4 costruire ilpunto medioe I'assedel segment@®B’

« 5 costruire i corrispondenti degli oggetti costruiti nel punto ¢ 4 rispetto all’invergione

figura

figura .12



Il Esplorazione del modello

m Il.1 Rette parallele ed iperparallele

Le rette del modello, rispetto alla relazione di incidenza possono esseaati(l'intersezione € un
punto del discdper), parallele (I'intersezione & un punto del cerchipeer), iperparallele(l'interse-
zione e vuota). (vedi la figura I1.1)

figura ll.1 figura Il.2

Per costruirde parallelead unarettar per unpuntoP & r (vedi la figura 11.2)

* 1 costruire le intersezioll eK trar eiper (costruzione/intersezione di due oggetti)

« 2 costruire i cerchi ortogonadi et rispettivamente peP, H e per P, K (costruzione/cerchi
ortogonali);

¥ macro‘rette parallele”
« 1 selezionare come oggetti inizigder, O, r, P
« 2 selezionare come oggetti finglit, Os, O:
per costruire léperparallele(vedi la figura 11.2)
« 1 prendere un puntb appartenente a (cerchper) \ (discor) (costruzione/punto su un oggetto)
« 2 costruire il cerchio ortogonale perJ (costruzione/cerchio ortogonale)

La relazione dinon incidenza”sull'insieme dellaettedel modello non & una relazione di equiva-
lenza, per esempio la proprieta transitiva non é vera pettézella figura 11.2; esiste qualche sot-
toinsieme delleette per cui la relazione & di equivalenza ?

Esploro alcune configurazioni :

* costruisco treettea, b e c iperparallele muovo c, per lerette iperparallelenon sempre € valida
la proprieta transitiva (vedi la figura 11.3);

* seb ||a muovoc e individuo una configurazione in otij| b ma incidentea (vedi la figura 11.4)
esiste, tuttavia, un caso in cui le tete hanno in comune solo lo stegsoento improprig esploro
guesta particolare situazione (vedi la figura 11.5);

* costruisco treettea, b e c con lo stesspunto improprio, muovoc, per qualsiasi posizione di
le rette sonoparallele
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iper
|pe
figura I.3 figura ll.4
iper
figura Il.5 figura I.6

Posso dare una giustificazione formale di questo fatto?
Seaeb oltre in A sono incidenti irB saranno incidenti anche Bi = invipe( B), infatti a = invipe(a)
eb =inviper(b), quindi ho due cerchi con tre punti in comune allora coincidono.

Nel caso euclideo rette con la stessa perpendicolare sono parallele, cosa accade nel modello ?
Costruisco (vedi la figura 11.6) unatta a, prendo dugunti P e Q appartenenti ad, costruisco le
rette b e c perpendicolareada perP e Q, b e c sonoiperparallelee continuano ad esserlo quando
P varia sua.

E’ sempre vero ?

Le rette b e ¢ sono unite rispetto allsimmetriaindividuata daa, quindi se songarallele hanno
due punti impropriin comune, se sonimcidenti hanno duepunti in comune, in entrambi i casi
coinciderebbero.

Conclusione :
Sull'insieme dellerette parallelecon stesspunto improprio o sull'insieme delleette iperparalle-
le con la stessperpendicolarda relazione di “non incidenza” & una relazione di equivalenza.
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_ Date dueettea e b parallele sec - aallorac+ b?
Costruisco leette parallelea e b, scelgo urpuntoP sua, costruisco laetta c perpendicolareada
perP, prendo ipuntiQ edR sub, costruiscdR’ = inve(R) e Q' = inv¢(Q), costruisco laettab’ per

e ,/
(4
B

figura I.7

muovoP sua, osservo che

- b’# b, allorac non éperpendicolareab.

- larettab’ é parallelaada nell’altro punto improprio
Quanto congetturato € vero in generale, infathsea N b allora A’ =inv(A) € b'.
- Date dueaettea eb iperparallele sec - aallorac+ b ?
Costruisco laette iperparallelea e b, scelgo urpuntoP sua, determino laetta c, perpendicolare
perP ada. Costruiscd’ = inve(b), muovoP e scopro che esiste una configurazione inbcaib’,
posso caratterizzarla ? (vedi la figura 11.8)
Il cerchioiper e a sono ortogonali &, allora i puntiA e B, intersezione traper e a si corrispondo-
no nell’inversione circolare individuata @aanalogamente per i pur@ e D, intersezione tré e
iper, C = inv¢(D), il centroO* di c € l'intersezione delle retreeds, rette rispettivamente p&AB e

figura 11.8
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CD; iper e c sono ortogonali ad e b, allora i punti di interseziong edF sono allineati sia co®’
che conO”, allora i puntiO’, E, F e O” sono allineati, quindt € un cerchio di centr®* per E.
Costruzione dellperpendicolarea duerette iperparallele

« 1 costruire i punti A e B intersezione traper e a, i punti C e D intersezione traper e b
(costruzione/intersezione di due oggetti)

« 2 creare la rettaperAB e la rettas perCD (creazione/retta per due punti)

« 3 costruire il punt®* intersezione tra eds (costruzione / intersezione di due oggetti)

« 4 creare la retthperO’O” (creazione / retta per due punti)

« 5 costruire il puntde intersezione traediper (costruzione / intersezione di due oggetti)

« 6 creare il cerchio di centroO* per E (creazione / cerchio centro - punto)

¥ macro“retta perpendicolare a due iperparallele”
1 selezionare come oggetti inizigder, O, a, O, b e O”
« 2 selezionare come oggetti finale O*

L'unicita dellaretta perpendicolare duerette iperparalleleimplica I'impossibilita di costruire un
quadrilaterocon quattraangoliretti

_ Data unaettaa, un suopuntoP e laperpendicolareb perP, fissato urpuntoQ sub, laparalle-
la c perQ ada forma conb unangolo bQc non retto, I'ampiezza varia al variare@isub ?
Costruzione dell’'esperienza: (vedi la figura 11.9)

« fisso una coppia di segmeitie Y ortogonali di origineD’

« costruisco le tangenti edsin Q abec

« costruisco I'angoldO’X isometrico abQc

iper

figura 1.9

muovo P sub, I'ampiezza dellangolobQc non e costante , dipende daflstanzadi P daa : al
diminuire delladistanzaaumenta I'ampiezza dedihgola

m 1.2 Cerchio, orociclo e iperciclo

Nel paragrafo precedente abbiamo osservato che nel modello si possono individuare fieestipi
« fascidel 1 tipo, costituiti dalleettepassanti per upuntoproprio, detto centro
» fascidel Il tipo, costituiti dalleetteche hanno lo stesgmnto improprio



« fasci del Il tipo, costitui-
ti darette perpendicolariad
unretta data.

Dato unfascioed un puntd,
considero il luogo dei punti
simmetricidi P rispetto alle
rettedelfascia

* se ilfascioé del | tipo e
P non & il centro (vedi la figu-
ra 11.10) il luogo descritto &
uncerchia

Come tradurre in termini
euclidei il luogo prima
descritto ?
Costruisco (vedi la figura
11.11)

» duerette a e b apparte-
nenti alfasciodi centroA,

* P’ = inva(P) e P” =
invo(P’)

« il cerchioc perP, P’ e
pr

iper

* unarettad delfascioperA
*Q =invd(P")

figura 11.10

figura 11.11

al variare did il punto Q si
muove sul cerchie, il cer-
chio di centroA perP & un
cerchio euclideo; dalla costru
zione segue che

« le rette del fasciopassano
per due punti A e A'=
inViper(A)

« il cerchioc é ortogonale
ad ognirette delfascio
Le proprieta precedenti m
permettono di caratterizzare i
termini euclidei ilcerchio di
centroA passante péd?.

SianoA, P, O non allineati
(vedi la figura 11.12)

e 1 costruire il puntod’
corrispondente per inversion
rispetto adper di A (costru-
zione/inversione)

« 2 costruire il cerchia di
centroO’ per i puntiA, P, A
(costruzione/cerchio per tré

iper




guadenni & CABRIRRSAE

punti)

« 3 creare la rettaperO’ e P (creazio-
ne/cerchio per due punti)

* 4 costruire la rettaperP e perpendi-
colare as (costruzione/retta perpendicolg
re)

* 5 creare laretta perA e A’ (creazio-
ne/retta per due punti)

6 costruire il punt@* intersezione tra
la rettat e la rettau (costruzione/interse-
zione di due oggetti)

« 7 creare il cerchio di centroB e pas-
sante perP (creazione/cerchio cen
tro,punto)
¥ macro“cerchio centro - punto”

* 1 selezionare come oggetti inizia
iper,O,AeP

« 2 selezionare come oggetto finale
La costruzione pud essere ottimizza
costruendo solo il centro del cerclujo

L - . . , i [.12
La procedura precedente non € piu possibile quéndg P sono allineati perché il E’eur%tlp non

e piu costruibile, posso comungue, scelto il puRtaon appartenente alla rei® |
« 1 costruire il cerchiav ortogonale adper perA edR,
« 2 costruire il puntd’ corrispondente d? rispetto all'inversione individuata da
« 3 costruire il cerchio di centrd e passante pér.

« se ilfascioé del Il tipo (vedi la figura 11.13) il luogo descritto & arociclo.
Ripeto il procedimento proposto nel caso precedente e scopro che I'orociclo € un cerchio tangente a
iper.

« se ilfascioe del lll tipo eP non & sull'asse (vedi la figura 11.14) dakcioil luogo descritto &
uniperciclo.

figura i.13 figura ii-14
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Il luogo & ancora ungettacome nel caso euclideo ?
Scelto unpuntoP sull’ iperciclo ¢ costruiscoP’ = inviped P), P'& ¢ (vedi la figura 11.15),c non &
unarettadel modello.

iper

figura 11.15 figura 11.16

_ Nella geometria euclidea fissati tre punti non allineati esiste ed & unico il cerchio per i punti dati,
cosa accade nel modello ?
Traduco il problema sul Cabiri:

elcreareipunth,BeC

* 2 costruire leettea, b e c assideisegmentAB, BC e AC
muovoC sul discaiper, le trerette possono essere

« incidenti (vedi la figura 11.16), appartengono allora adfasciodel | tipo, I intersezioni delle
treretteé il centrodel cerchio passante per i tqgunti

« parallele, (vedi la figura 11.17), appartengono allora adfasciodel Il tipo,i trepunti appar-
tengono all’'orociclo per ibunto impropriodel fascio

« iperparallele (vedi la figura 11.18), in questo
caso € necessaria una ulteriore esperienza per stabili-
re se lerette a, b e c appartengono ad uiasciodel
I tipo:

« 1 costruisco Iperpendicolarealle rette aeb,

« 2 fissoP, Q eR suc,

* 3 costruisco simmetrici P’, Q' eR’ di P, Q

eR.

P’, Q" e R’ appartengono &, posso congetturare
'appartenenza delle trettead unfasciodel lll tipo.

Dall'esperienza precedente concludo che
* tre punti individuano sempre o ucerchig o
un orociclo o uniperciclo;
un triangolo €, quindi, sempre inscrivibile o in un
cerchig o in unorociclo o in uniperciclo, cioe i
suoiassi appartengono allo stestscia

figura 11.17
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iper

figura 11.18

= 1.3 Rotazione, orotraslazione e traslazioni
Nello studio delle trasformazioni geometriche in ambito euclideo si dimostra che le rotazioni e le
traslazioni si ottengono come composizioni di due simmetrie assiali con assi rispettivamente inci-
denti e paralleli, ed in generale che ogni isometria € la composizione di al piu tre simmetrie assiali,
cosa accade in ambito non euclideo ? (vedi [5])
Sianor edsrettedel modello, definisco la trasformazione
P—inv [inv{(P)]

Per determinare il corrispondente gahtoP

* 1 costruire dueette r e s(costruzioni/cerchio ortogonale per due punti)

e 2 creare un punt® (creare/punto di base)

« 3 costruire®’ = invs(P) (costruzione/inversione circolare)

« 4 costruire®” =invi(P’) (costruzione/inversione circolare)

¥ macro” composizione di due h-simmetrie”
« 1 selezionare come oggetti iniziale s ed i rispettivi centri
« 2 selezionare come oggetti come oggetto fiRdle

e ser edssonoincidentiin A,
creo il puntoQ, costruisco ilpuntoQ’ = invdinvs(Q)] muovoQ, osservo che l'unicpuntounito
A,
creo duaetteu ev

* incidenticostruiscau’ = invi[invs(u)] e v’ = invi[invs(V)], U’ eV’ sonorette incidenti (vedi la

figura 11.19.a)
« parallele costruiscau’ = inviinvs(u)] e v' = invi[invs(v)], U’ e Vv’ sonorette parallele(vedi la
figura 11.19.b)

 appartenenti ad ufasciodel Il tipo, costruiscas’ = invi[invs(u)] e v’ = invi[invs(V)], U’ eV’
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appartengono ad uasciodel Il tipo (vedi la figura 11.19.c).

figura ll.19.a figura 11.19.b

» ser ed s sonoparallele, non riesco a determinar
punti uniti, rette incidenti si trasformano imrette
incidenti rette parallelein rette parallele rette apparte-
nenti ad urfasciodel Ill tipo in rette appartenenti ad ur
fasciodel lll tipo, il fascioindividuato dar eds si trasfor-
ma in sé (vedi la figura 11.20)

» ser eds appartengono ad uiasciodel Il tipo non
individuo punti uniti, rette incidenti si trasformano in
rette incidentj rette parallelein rette parallele rette
appartenenti ad ufasciodel Il tipo in rette appartenenti
ad unfasciodel Il tipo, la perpendicolareadr eds & figura 11.20
unita (vedi la figura 11.21)

* Esiste unasometriache manda dupunti A e B di iper
unarettar in duepuntiA’” e B’ di unarettas e che manda

uno dei duesemipianidi bordor in un fissatosemipiano
con bordas ? (vedi la figura 11.22)

Costruisco lassedi AA', A si trasforma ilA’ eBinB”; v

costruisco labisettrice dell’angolo B"AB’ , B” si tra-
sforma inB’, A’ & fisso:AB’ =sor (AB).

Il semipianacontenentd si trasforma nesemipianccon- figura 11.21

tenenteP’, se applico lsimmetriadi asse sil semipiano

corrispondente & quello che contidtie 5 iper

m II.4 Triangoli del modello p /T

_ Fissato urtriangolo le altezze le medianj le bisettrici .

appartengono ad uno stesascid? (vedi [3]) B S
« fissati i puntiA,BeC A bise
* costruisco lealtezzeh, k e j, (vedi la figura 11.23); al asse p' B",

variare diC in iper le trerette o appartengono ad ut * .

fasciodel | tipo,(vedi la figura 11.23.a), 0 appartengono P

un fasciodel Il tipo, (vedi la figura 11.23.b), o soriper-
paralle, ripeto I'esperienza fatta prima (vedi la figut

figura 11.22
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11.23.c), leretteappartengono ad un fascio del Il tipo;

figura 11.23.a figura 11.23.b figatac

* costruisco lebisettricie, f e g, (vedi la figura
[1.24); al variare diC in iper le trerette apparten-
gono sempre ad uasciodel | tipo

* costruisco lamediand, m en , (vedi la figu-
ra 11.25); al variare dC in iper le trerette appar-
tengono sempre ad diasciodel | tipo.
Il puntoG divide le medianein due parti tali che
una é doppia dell’altra ? Costruiséd punto
mediodi AG (vedi la figura 11.25) , costruisc’
simmetricodi M rispetto al centrds, M' non
coincide con ilpuntolL, la proprieta é falsa nel
modello.
Le bisettrici determinano urfasciodel | tipo,
posso quindi sempre inscrivere aarchioin un
figura 11.24 triangolo (vedi la figura 11.26).

figura 11.25 figura 11.26
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__ Assegnato usegmenta@ sempre possibile costruire u
triangolo equilatera? E’ equilangolo?

Fissati ipunti A e B, costruisco ilcerchioc di centroA per
B ed il cerchiod di centroB perA, costruisco l'intersezio-
neCtrac e d, ipunti A, B e C sono vertici di uririangolo
equilaterg sono anche vertici di umiangolo equiangolo ?
(vedi la figura 11.27)

Costruisco lemediand edm, trasformo iltriangolo rispet-
to allarotazioneindividuata dallerette | edm, osservo che
(vedi la figura 11.27)ABC si trasforma in sé, posso quing
concludere che triangolo & equiangolo.

Quale é 'ampiezza degli angoli ?
Considero la seguente costruzione, (vedi la figura 11.28)

« 1 costruire urcerchioc di centroA per B (costruzio-

ni/cerchio) figura I1.27
« 2 fissare upuntoP1 suc (costruzioni/punto su un oggetto)
« 3 costruire urterchio c1di centroP1 perA (costruzioni/cerchio)
* 4 costruire ipunto P2intersezione tra ecl
ripetere i punti » 3 e« 4 Ri peri= 2, ...., 6;
iper

figura 11.28
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la costruzione precedente non dividedlchio in

sei parti congruenti, la somma delle ampiezze
degli angoli con vertice inA & minore di due
angoli piatti, I'ampiezza dell'angolo di utrian-
golo equilatero non &, quindi, 1/3 dell’angolo
piatto, inoltre per ogni scelta dedggio del cer-
chiola posizione dell'ultim@untocostruito dalla
precedente procedura varia, 'ampiezza dell’an-
golo dipende dalla lunghezza del lato.

__ Assegnati tre angoli quanti triangoli posso
costruire ?
Fissati gli angoli x, y e z, voglio costruiretilan-
golo che ha un lato sulleetta r, un vertice nel
puntoA dir, gli angoli isometrici ad x, y e z.
Per realizzare tale costruzione devo

« 1 individuare unaettastale che/rAs = x

« 2 prendere upuntoB sus e determinare una
rettat tale che/sBt=y

» 3 costruire, se esiste, pluntoC =rNt ,
costruire unaettau tale che2uCt =z eB =uns.
Per determinars, t e u, risolvo il seguente problema :
dato un cerchio:cun segmento AB contenuto nel disea@astruire un cerchio:¢angente al seg-
mento AB ed ortogonale a ¢vedi la figura 11.29)

figura 11.29

Il cerchio @ ortogonale acquindi A e A’ = inveai(A)appartengono a »cil punto O centro di e
appartiene alla rettaasse diAA', AB é tangente a:in A quindi O appartiene alla rettaperpen-
dicolare adAB in A.

Applico la costruzione precedente alla retta che forma con la tangentenaéd un angolo di
ampiezza x, ripeto la procedura fee perC (vedi la figura 11.30).

figura 11.30

SpostoB, esiste una sola configurazione in auk t, € unico iltriangolo con angoli assegnati.



m II.5 Quadrilateri e poligoni regolari

Nel caso euclideo la nozione di convessita di un quadrilatero € legata alla incidenza delle diagonali,
posso estendere questo risultatquadrilateridel modello ?

Costruisco ilquadrilatero convesscABCD, il punto E, intersezione delle diagonali, & interno al
guadrilatero (vedi la figura 11.31.a), se la condizione di convessita non & verifieaaesterno

(vedi la figura 11.31.b)

A

iper

figurall.31.a figura 11.31.b

Costruisco alcunjuadrilateri convessiche hanno simmetrie
_ Parallelogrammi
Dati trepunti A, B e C esiste un quartpuntoD in modo che la quatern®, B, C e D si trasformi
in sé rispetto ad unrEmmetria central@
Creoipunti A, B eC, (vedi la figura 11.32)
costruisco
* il punto medidM del segment@C,
* leretter eds perM tra loroperpendicolarj
* D =invdinv«(B)];

figura 11.32
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scopro che i lati opposti sorjperparalle-
li edisometrici gli angoli opposti iso-
metrici, le diagonali sbisecano

Quali proprieta verificano parallelo-
grammiche sono trasformati in sé sia da
unasimmetriadi asser che da unaim-
metria di asses, conr ed s perpendico-
lari passanti peM ?

* seA&r e Aés, (vedi la figura 11.33),
costruiscoB = invi(A), C = invs(B), D =
invr(C), il quadrangoloha gli angoli
interni isometricie non retti, i lati opposti

e le diagonali rispettivamentsometriche
(quadrangolo equiango)o

* se Acr eBes, (vedi la figura 11.34)

figura 11.33

costruiscoC = invr(A) e D = invs(B), il
guadrangoloha i latiisometricie le dia-
gonaliperpendicolari(rombo);

se i vertici di unparallelogrammasi tra-
sformano in sé sia rispetto aglésidei
lati opposti che rispetto alleette per i
vertici opposti ottengo urparallelogram-
mo con quattro lati e quattro angadio-
metrici (Quadratg, (vedi la figura 11.35).

Il quadratoe quindi inscrivibile in urcer-
chio di centro l'intersezione delle diago-

nali. Non si puo, invece, inscrivere un
triangolo rettangolo in urcerchioche ha
per diametro l'ipotenusa.

Le diagonali dehjuadratosonoperpendi-

figura 11.34

colari, esiste, allora, unatazioneche
trasforma ilquadrilateroin sé, posso,
quindi, costruire ilquadratodi centro e
vertice assegnato.
Allo stesso modo posso costruire pmli-
gonoche si trasforma in sé rispetto ad una
rotazioneche ha per ampiezza un sotto-
multiplo di un angolo giro.
Ad esempio per costruire yrentagondli
centroE e con verticéA
devo costruire (vedi la figura 11.36.a)

* un angolaXO*Y di ampiezza pari ad
1/5 dell'angolo giro

« |a bisettrica di XOY

figura 11.35



« i cerchia e b tangenti rispettivamentetaed aO*X in O*
« determinaréAistrasformatcA: rispetto alla rotazione di centf@* individuata dallerette a e
b, coni=1, ....... , 4 (vedi la figura 11.36.b).

/

figura 11.36.a figura 11.36.b

m 1.6 Tangenti al cerchio per un punto esterno

E’ possibile circoscrivere utriangolo ad uncerchio? Per risolvere il problema devo costruire le
tangential cerchioper unpuntoesterno.

Nel caso euclideo per determinare le tangenti ad un cerchio per unPpesterno utilizzo la pro-
prieta dell'angolo al centro e dell'angolo alla circonferenza che insistono sullo stesso arco.

Nel modello questo non vale.

Le tangentisonorette del modello, allora, (vedi la figura 11.37), devo costruire un cerchioGoer
G’ =inviper (G) tangente &:

« 1 costruire laetta f perG eB

« 2 costruire le intersezioli edFtra f eb

» 3 creare larettaperGG’ e la rettes perEF

* 4 costruire il punt® intersezione tra eds

« 5 costruire il punt@ centro del cerchib

* 6 costruire il punt& punto medio dDA

* 7 creare il cerchid di centroC perD

* 8 costruire le intersezionl edl trabed

* 9 costruire lgette e edarispettivamente peGH, Gl

Per il teorema della corda e della secante il pDnitttersezione tra la retta e la rettas appartiene
alla tangente al cerchim, costruisco il cerchial per determinare i punti di contatto deféagenti
aed e dib.

Dato unpuntoQ sullaretta a, esiste unaetta perQ tangenteab ed incidentee ?

(vedi la figura 11.38)

| puntiH edl sonosimmetricirispetto allasimmetriadi assef, per determinare leetta tangentea

b perQ costruisco laetta per QB, determino ilpuntoK simmetricodi I, costruisco laettav tan-
genteal cerchiq variando la posizione v ede non hanngunticomuni, non & sempre possibile
inscrivere urcerchiodato in untriangolo.
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figura 11.37

figura 11.38

m 1.7 Proprieta proiettive del modello
| teoremi di Pappo e Desaurgues sono validi nel modello ? (vedi [5])
v Teorema di Pappo
Costruisco (vedi la figura 11.39) unattar per ipunti A e A ed una rettas per B.e Bz scelgo un
punto Assur ed unpunto Bs sus,
costruisco laette perAiB:, AiBs, A2B1, A2Bs, AsB1 e AsB: e le tre intersezioni
Cs= AleﬂAzBl, C2= AiBsNAsB:e Ci= AzBsNAsB:
costruisco laettat per i punti C:Cs, il punto C:& t,muovendo il puntoAssur I'allineamento dei
punti C:C.e G si conserva.
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figura 11.39

Se elimino la condizione di appartenenzégdadr si perde l'allineamento deunti C: C: e Ca.
L'esperimento precedente da gli stessi risultati nel cascedetio(vedi la figura 11.40)

figura 11.40

E per laparabola?

Individuo il luogo descritto dai pungiquidistantidal puntoF e dallarettad (vedi la figura 11.41)
* costruire laettad
e costruire il punt sud
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e creare il puntd-

« costruire lgperpendicolaret perK ad
e costruire lassesdi FK

« determinare l'intersezion@ traset

s

iper

figura 11.41

Ripeto I'esperimento dederchiosulla parabola(vedi la figura 11.42), scopro che si verificano gl
stessi risultati dell'esplorazione precedente.

figura 11.42



In maniera analoga posso esplorare le possibili configurazioni che si presentano variando la posi-
zione dei punti e scoprire che .........

v Teorema di Desargues

Costruisco treetteincidenti inV, (vedi la figura 11.43), su ognuna scelgo rispettivamente i pAinti
eA',BeB’,CeC,individuo

C’=ABNAB’, B’=ACNAB’ eA” =BCNB'C’

traccio larettar per A’B” , osservo cheC” € r,

figura 11.43
muovoC, (vedi la figura 11.44), scopro che serktta per AB e parallela alla retta per A'B’ allora
larettaperA’B” appartiene allo stes$ascia

figura 11.44
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se leretteperAA’, BB’ e CC’ appartengono ad ufasciodel terzo tipo, (vedi la figura 11.45), indi-
viduato daa, seB” eC” esistono lgetteBC, B'C’ eB"C” appartengono allo stestascia

figura 11.45

Esploro tutte le altre configurazione scopro che
e seA” ,B” eC” esistono sono allineati
» seB” eC” esistono allora leetteperBC, B'C' eB"C” appartengono allo stesfascia
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