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Cabri discusso

Organizzazione di un corso su Cabri

per docenti delle superiori
acuradi Maura Brambillae
Enrico Lamanna

Nell'ambito del piano delle attivita1995
I''RRSAE MARCHE haorganizzato venerdi 12
Maggio scorso, con la collaborazione dell'l sti-
tuto Tecnico Commerciale e per Geometri "E
Corridoni" di Osimo (Ancona), presso |o stesso
istituto, il corso di aggiornamento Introduzione
al Cabri Géométre rivolto ai docenti di Mate-
matica delle Scuole Medie Superiori della
regione.

Il corso ha suscitato notevole interesse: per
motivi logistici I''RRSAE hadovuto rifiutare
moltissime adesioni riducendo acirca50i par-
tecipanti.

Il convegno avevalafinalitadi proporre uno
strumento informatico con il quale costruire
percorsi didattici per lo studio delle proprieta
delle figure piane nella geometria euclidea e per
lo studio delle trasformazioni.

Lagiornatadi studio, curatadai relatori: lapro-
f.ssaMauraBrambilladel Liceo Classico" V
Emanuelell" di Jesi eil prof. Enrico Lamanna
dello stesso I.T.C.G. "Corridoni" di Osimo, é stata
impostatain modo interattivo, alternando cioe
spunti teorici ed esercitazioni pratiche al compu-
ter.

Il corso é stato articolato nelle fasi illustrate nella
figural.

Laprimaparte, dedicataallaillustrazione dei
comandi e delle funzionalitaofferte da Cabri, &
stata organizzatain modo che la presentazione di
un gruppo di comandi fosse seguita dalla esercita-
zione guidataal computer.

Cosi facendo i docenti partecipanti hanno potuto
sperimentare lalogicadi funzionamento di Cabri,
nonché riflettere sulle opportunitadi approfondi-
mento offerte dalle attivitaproposte.

L'insieme delle esercitazioni erafinalizzato ala
determinazione dell'esistenza dellaretta di
Eulero. Lacomplessitadel problema é stata
affrontata richiamando latecnica di scomposi
zione TOP DOWN comeillustrato nellafigura 2.

Schema del corso

Micromondo rofondlmentl Uso dldattlco
di Cabri dl abrl a ri

* comandi . POtell?ifllitﬁflimiti * caratteristiche
« funzionalita * capacita tecniche dei percorsi
TEORIA PRESENTA
RIGA e
COMPASSO ZIONE
ESERCIZI
COSTRUZIONI
DI INTERESSE %‘I’ggﬁMEN TA
STORICO

Lefasi incui si éarticolato il lavoro sono state
le seguenti:

Conoscerei principali comandi e |le potenzia-
litadi Cabri.

Analizzare |'approccio "rigae compasso” di
Cabri nello studio delle proprietadelle figure
geometriche.

Sperimentare un percorso didattico con
Cabri.

fig. 1

| sottoproblemi "BARICENTRO, ORTOCEN-
TRO e CIRCOCENTROQ" sono stati trattati singo-
larmente e quindi codificati con una macro
costruzione.
Nella seconda parte della mattinata sono state pre-
sentate alcune applicazioni di interesse storico:

1 trisettore di Pascal.

I "compasso" di Descartes.



Scomposizione TOP DOWN

* RETTA DI EULERO
* TRIANGOLO

- RETTA PER DUE PUNTI
(BARICENTRO E ORTOCENTRO)
- VERIFICA APPARTENENZA
DEL CIRCOCENTRO ALLA RETTA

» BARICENTRO
* INTERSEZIONE
- MEDIANE

# SEGMENTO
# MEDIO

» ORTOCENTRO

« INTERSEZIONE
- PERPENDICOLARI

» CIRCOCENTRO
+ INTERSEZIONE

-PERPENDICOLARI
# MEDIO

fig. 2

Lacirconferenzadi Apollonio.

Le curve algebriche y=x2, y=x¢ ey=x", otte-

nute applicando i teoremi di Talete.
Nel pomeriggio i partecipanti sono stati invitati
ad analizzare percorsi che hanno messo in luce
laversatilitadidatticadi Cabri.
L e schede proposte, riguardanti lo studio delle
coniche e dei luoghi geometrici, rivolte ad
alunni del secondo o terzo anno, sono state
approntate per rendere piul proficua l'attivitadi
laboratorio (vedere articol o Organizzazione
della classe per |'uso di Cabri-Géoméetre di Ber-
nard Capponi e Colette Laborde, DidaTech,
Université Joseph Fourier, CABRIRRSAE N.4),
non prescindendo da puntualizzazioni di carat-
tereteorico.
1 docenti intervenuti hanno sperimentato come,
studiando |e proprietadelle figure con proce-
dure elementari (riga e compasso), Si possano
fare interessanti riflessioni sui fondamenti della
geometria stessa.
Nellasezione Cabri come fare ériportatal'ap-
plicazione "Lacirconferenzad'Apollonio”.

Cabri halasndromedi Zeno
Mister X

Premessa

Nel seguito parlero di geometria e problemi
geometrici (maguardaun po").

Chiarisco fin d'orache userd questi termini, e
soprattutto il primo, in modo molto informalee
intuitivo; per precisare |'ambito della discus-
sione, comungue, dico chei problemi geome-
trici acui faccio riferimento sono quelli che si
risolvono ‘con riga e compasso'; come "Dise
ghare un segmento che abbialunghezza uguale
aquelladi unacirconferenza data’, tanto per
intenderci. Problemi di costruzione di figure,
tanto per intenderci meglio.

Per inciso, nonostante |a ridondanza delle elucu-
brazioni che seguono, le quali si giustificano
come 'messa a fuoco del problema, il succo del
discorso saramolto semplice e avraachefarein
modo prioritario con le macro di CABRI, ein
particolare con le macro che non funzionano.

Decisioni

Alcuni frai problemi geometrici suddetti pre-
suppongono nel risolutore la capacitadi com-
piere scelte pitl 0 meno aleatorie durantela
risoluzione: nellamaggior parte dei casi si tratta
di scegliere punti generici dei piano o punti vin-
colati afigure.

Per concretizzare la situazione enuncio un pro-
blematipicoin cui viene coinvoltalacapacita
decisionale dell'ente risolutore (neoerinetismo
per 'essere umano’).

Esempio |. Problema: "Disegnare mediante riga
e compasso il centro di unacirconferenza data”.
Una soluzione (munitevi di cartae matita) e
guelladi prendere due punti distinti dellacir-
conferenza, tracciarne |'asse, intersecare que-
st'ultimo con lacirconferenza e disegnare il
punto mediano dei due punti intersezione.
Bene, i due punti di partenza da dove sbucano
fuori? Chiaramente li scegliamo noi in modo
arbitrario nell'insieme dei punti della circonfe-
renza. Questa operazione di scelta é totalmente
innocua, dal punto di vistaintuitivo, infatti con
lacirconferenza disegnata sul foglio niente di
piu facile che appoggiarvi sopralapuntadella
matita e premere. Non solo, ma é forma mente
giustificabile, infatti una formulazione rigorosa
dellageometria elementare in termini logici o
logico-insiemistici ci fornisce anche in modo
guasi automatico dei metodi per effettuare queste
operazioni di sceltao individuazione o creazione
di punti rette ecc. (provare per credere).



Queste scelte che compiamo in pienaindipen-
denza e nellanostra intimitasono, inoltre, per

noi psicologicamente molto liberatorie, in
guanto ci riscattano momentaneamente dal far-
dello dellasindrome di Zeno edellacrisi del-
['uomo contemporaneo.

In general e bisogna sol o stare attenti a non sce-
gliere casi particolari che ci possano indurrein
errore evidenziando proprietache non sono
comuni atutti gli oggetti candidabili (come sce-
gliere un triangolo proprio rettangolo, unaretta
proprio parallela, ecc.)

Decisioni?

Purtroppo c'e un punto di vistadal quale le ope-
razione suddette (sceltadi punti ecc.) sono tut-
t'altro che prive di controindicazioni: il punto di
vistaalgoritmico. Infatti si puod considerarela
successione dei passi elementari che portano alla
risoluzione del problema come un ago-

ritmo *, ma & evidente che ¢'& un ostacolo di non
poco conto: nell'esempio riportato sopra, i due
punti fatidici non fanno parte dei dati iniziali del
problema (I'unico dato € lacirconferenza); &
invece |'algoritmo stesso che deve produrli: e
qui cascal'asino.

Ovviamente tutto dipende da quali passi ele-
mentari sono ammessi nel nostro algoritmo; se
ce n'é uno ad hoc per laproduzione di punti
siamo acavallo, atrimenti ... Per chiarire questo
concetto é utile una analisi minima delle opera-
zioni geometriche basate su riga e compasso.
Ad occhio e croce, nell'ambito della geometria
riga-e-compasso 2, le operazioni elementari si
possono dividere in due categorie: A) lasele-
zione (o individuazione o creazione) arbitraria

di oggetti, e pit precisamente di punti, rette e
circonferenze (matita-riga-compasso); B) I'indi-
viduazione o costruzione di oggetti (punti, rette
e circonferenze) a partire da oggetti giaindivi-
duati (laretta che passa per due punti, la circon-
ferenza centrata su questo punto e passante per
quell'atro, ecc.)

E chiaro che I'ente risolutore homo sapienséin
possesso di passi algoritmici el ementari corri-
spondenti ad entrambe le categorie, checché ne
dicano Zeno, Prufrock e compagnia, mentre &
concepibile che altri enti risolutori manchino di
passi elementari corrispondenti all'unao al'altra
delle due categorie, ad esempio

CABRI

CABRI soffre nettamente della sindrome di
Zeno: eincapace di prendere decisioni auto-
nome; non possiede, in atri termini, operazioni
elementari per laselezione arbitraria

(o creazione) di oggetti. Non fatevi sviare dal

nome del menu Creazioni: quando usiamo i

comandi di quel menu, non e lui che sceglie (crea)

punti rette e simili; siamo noi afarlo: lui & sempli-

cemente la nostramatitaipertiroidea.

Per essere piul chiari: le operazioni elementari di

scelta (creazione) di oggetti, le quali sono perfet-

tamente espletate dai comandi del menu Creazioni

e da Punto su un oggetto, in realtanon sono a

disposizione di CABRI; questi non € costituzio-

nalmente in grado di farne uso in mo do autonomo.

Notate che questo & un dato di fatto, non unasup-

posizione.

Durante lanormale utilizzazione del programma

non ci si accorge neanche dellamancanzadi que-

ste operazioni elementari, proprio perché ci incari-

chiamo noi di svolgerle; lafaccenda perd cambia

del tutto quando ci dedichiamo alla costruzione di

macro.

Ripeto: in 'modalitanormale€’ samo noi i risolu -

tori, e CABRI ci mette a disposizione tutte le ope-

razioni elementari necessarie, sia del gruppo A

che del gruppo B. Al contrario, in 'modalita

macro' € CABRI il risolutore, e lui non possiede

operazioni el ementari della categoriaA.

Esempio II. Supponiamo di voler iminare dal

menu Costruzioni il comando Centro di unacir-

conferenza, e proporre ai ragazzi di creare una

macro che esegua questo compito.

Una procedura (cfr. esempio I, e ci tengo afar

notare che questa soluzione & correttaintuitiva

semplice ed efficace) €laseguente:

- input: una circonferenza

- output: il centro della circonferenza

- passi: Costruzioni - Punto su un oggetto
[sulla circonferenza]

- Costruzioni - Punto su un oggetto [sulla cir-
conferenza]

- Costruzioni - Asse[dei due punti]

- Costruzioni - Intersezione di 2 oggetti [|'asse
elacirconferenza]

- Costruzioni - Punto medio [dei due punti
intersezione]

- procedure utilizzate: intersezione, asse di
due punti, punto medio di due punti.




Bene, questa procedura non € accettata da
CABRI per ladefinizione di unamacro. Sesi
provaaindicare a CABRI lacirconferenza

come oggetto iniziale eil centro come oggetto
finale, i ottiene il messaggio: "Questa macro
non e coerente”. |1 quale messaggio, tradotto dal
CABRIesco significa: "Non riesco atrovare una
serie di passi elementari che mi portino dalla
circonferenzaal punto che mi hai indicato" °.

Il problema & che lariproduzione di questa pro-
cedura comporterebbe per il programmala
necessitadi prendere due decisioni, in un certo
senso arbitrarie, che non éin grado di prendere:
lasceltadel punti. Lasciando daparte I'astra-
zione: le operazioni elementari corrispondenti ai
passi primo e secondo (Punto su un oggetto)
della procedura data non fanno parte del suo
parco operazioni.

E a me che me ne importa?

Queste situazioni problematiche non si presen-
tano certo cosi spesso darendere inutilizzabileiil
programma; a contrario, pud addirittura essere
difficilerendersi conto cheil problemaesiste.
Infatti il menu Costruzioni di CABRI com
prende fral'altro tutte le pit importanti proce-
dure che sarebbero difficilmente realizzabili
come macro: il centro dellacirconferenza
(esempio 1), laparallea, ecc.

Nonostante ci0, € importante conoscere questo
aspetto di CABRI per poter affrontare con
coscienzadi causale dette situazioni. In effetti,
durante la costruzione di certe macro, ci si trova
(consciamente 0 meno; piu spesso meno!) a
dover adoperare dei 'trucchetti’' per rendere delle
procedure comprensibili a CABRI, allontanan-
dosi nel medesimo tempo dalla strada piu intui-
tivaeimmediata.

Per 'trucchetti' intendo degli escamotage di questo
genere:

Esempio I11. Per costruire |'asse di un segmento,

normalmente si direbbe: "Tracciamo due circon-

ferenze di ugual e raggio abbastanza grande cen-
trate sugli estremi del segmento e

intersechiamole fradi loro: |'asse & laretta che
passa per i due punti ottenuti". Questa costru-
zione é ovviamente realizzabilein CABRI, ma
per renderla una macro € necessario eliminare
I'aleatorietanella scelta del raggio delle circon-
ferenze. Il modo pit semplice per farlo, e di far
passare la circonferenza, centratain un estremo,
per I'altro estremo del segmento, e viceversa per
laseconda circonferenza.

Nell'esempio precedenteil ‘trucco' utilizzato &
banale e non fa perdere di vistail nocciolo della
procedura, maavolte non é cosi . Pud capitare di
dover passare meno tempo aideare la costru-
zione che acercare di adattarlaa CABRI. Un
esempio interessante sarebbe |a'polare rispetto
ad una circonferenzadi un punto interno ad
essa, manon mi posso permettere di inserirlo
qui per motivi di spazio.

Nellamaggioranzadei casi comunque, si tratta
semplicemente di tracciare qualche circonfe-
renzao qualcherettain piu efareun po' di inter-
sezioni per ottenerei punti necessari allanostra
procedura.

Nel caso peggiore (esempi I-11; bisettrice di due
rette...), ci si puo trovare nella situazione di
dover costruire lamacro in modo che accetti
uno o piu parametri iniziali supplementari che
servano per eseguire la procedura, mache non
hanno nullaa che fare col problemadato. In
linguaggio CABRIesco, questo vuol direinserire
oggetti supplementari fragli oggetti iniziali
dellamacro (gli oggetti iniziali sonoi dati ini-
ziali dellaprocedura).

Questo el caso peggiore proprio perchéviola
quello che mi sembra un requisito fondamentale
di ogni buona macro: accettare in ingresso tutti
esoli i dati necessari (logicamente necessari) e
sortirein uscitatutti e soli gli oggetti desiderati
(cfr. esempi I-11: per ottenereil centro di unacir-
conferenza, che senso ha dover fornire anche
due punti sullacirconferenza?).



CABRI ddl'analista

Perché CABRI non permette di creare macro
come quelle ipotetiche degli esempi precedenti?
Ormai & chiaro cheil problema statutto nel fatto
che CABRI non €in grado di usare autonoma-
mentei suoi propri comandi del menu Creazioni
(includendo fra questi anche Punto su un
oggetto, la cui collocazione in Costruzioni &
piuttosto opinabile), e siccome non li pud utiliz-
zare da solo, non sono ammessi nelle macro.
Quei comandi sono li esclusivamente per noi,
per I'utilizzazione diretta.

Daun punto di vistatecnico, non & assol uta-
mente un problema per un programma generare
dei numeri, e quindi del punti, dellerette ecc. in
modo (pseudo) casuale; percio ogni comando del
menu Creazioni avrebbe potuto tranquilla-
mente essere dotato di una versione ‘autonsatical
che creasse al eatoriamente I'oggetto corrispon-
dente, versione quindi utilizzabile nelle macro.
Lasituazione attuale &€ dunque il risultato di una
precisasceltain fase di progettazione del pro-
gramma. Sui motivi di questa scelta, sarebbe
meglio sentirei diretti interessati; nell'attesami
limito a proporre quello che mi sembra un pos-
sibile deterrente: la difficoltaper il programma
non di creare un oggetto a piacere suo, madi
garantirne lagenericitg di evitare cioe di andare
a shattere in un'caso particolare’: un triangolo
equilatero invece che scaleno, una circonferenza
col raggio troppo piccolo (vedi esempio 1),
unarettatangente invece che secante, ecc.

Pit in generale, ladifficoltasarebbe nell‘indivi-
duare (0 nel comunicare a CABRI) lafamiglia
di oggetti all'interno dellaquale operare lasele-
zione (se si vuole, i vincoli imposti all'oggetto).
Conclusione
Riassumendo e schematizzando, e potete fare
riferimento agli esempi I-11:

Non tutte le costruzioni logicamente coerenti
sono CA BRI-coerenti.

Situazione problematico: avete costruito una
figura, avete comunicato a CABRI di farne una
macro, e lui harisposto che non puo.

La causa: secondo me, e non ci metto lamano sul
fuoco, avete infilato un passo di tipo crea-zione
(compreso Punto su un oggetto) dentro
allaproceduraper disegnare il vostro oggetto.
Dettoin CABRIesg, il vostro oggetto finale
dipende da un oggetto creato che non é fra
quelli che aveteindicato comeiniziali.
Lasoluzione: o trovate un trucchetto come
quelli mostrati pit sopra per eliminare questi
passi ‘creativi', oppure ampliate I'insieme dei

dati della procedura (gli oggetti iniziali). Chiara-
mente, |a seconda soluzione €in generale molto
pit semplice della prima ma é sempre molto ma
molto pil nociva, come detto sopra: meglio evi-
tarla, quando possibile.

Ah, dimenticavo

L'esempio di 'problema geometrico’ citato nella
premessa ovviamente non e risolubile conrigae
compasso. Era uno scherzo.

Note:

1) Faccio un uso informale di questo termine.

2) E aquesto punto sarebbe meglio chiamarla geocabria....
3) Notate che, al momento della creazione della macro,
CABRI non sa niente della nostra procedura: lui conosce
solo gli oggetti iniziai (la circonferenza) e quelli finali (il
punto); la procedura se ladeve ricostruire, e fa cosi : parte
dall'oggetto che gli abbiamo indicato come finale (il punto)
eanalizza gli oggetti dai quali questo dipende: se questi
sono oggetti iniziali (la circonferenza) va bene, altrimenti
controllada quali atri dipendono essi stessi, e cos via
ricostruendo al'indietro la nostra figura fino ad ottenere
solo oggetti iniziali. A questo punto, rileggendo al contra-
rio le operazioni che ha analizzato, ottiene una procedura
(identica alla nostra, se tutto € andato bene).

Comefare

Ancorasull'inversionecircolare
di Maria Grazia Zagabrio
(GREM - Univ. Modena)

Prendiamo spunto dalla nota presentata da

G. Margiotta (CABRIRRSAE 1995, n. 4, pag. 10)

per proporre altre due costruzioni geometriche del

Corrispondente di un punto in unainversionecir-

colare e per fare alcune considerazioni generali

sull'utilizzo di Cabri nellacostruzione di figure e

lacreazione di macro.

1% costruzione

Fissiamo sul foglio di lavoro unacirconferenzadi

inversione Inv (di raggio r) ed un generico punto

P

1) Creazone/Circonferenza (circonferenzalnv);

2) Creazione/Punto (punto P).

Determiniamo orail centro O di Inv etracciamo la

perpendicolare p per O alaretta OP ed indivi-

duiamo i punti A eB di intersezionetrap ed Inv:

3) Costruzione/Centro di una circonferenza
(centro O dellacirconferenzalnv);

4) Creazione/Rettaper 2 punti (retta PO);

5) Costruzione/Retta perpendicolare (rettap per
O perpendicolare ad OP);

6) Costruzione/Intersezione di 2 oggetti (punti A
eB di intersezionetrap ed In).



Tracciamo laretta PB, cheintersecalnvinC, ela

retta AC. Determiniamo poi il punto P di

intersezionetra AC ed OP:

7) Creazione/Rettaper 2 punti (rettaPB);

8) Costruzione/Intersezione di 2 oggetti (punto
CdiintersezionetraPB ed Inv);

9) Creazione/Rettaper 2 punti (retta AC);

10) Costruzione/Intersezione di 2 oggetti (punto
P di intersezionetraAC e OP).

Per costruzioneil punto P’ &il corrispondente di

P nell'inversione circolare rispetto alla circonfe-

renzalnv. Infatti, essendoi triangoli rettangoli

AOP eBOP simili, s hasubito:

OP:OA =0B:OP ciocéOP:r=r:0OP

Inw

/

2 costruzione

Ripetendo |e prime cinque istruzioni della pre-

cedente costruzione tracciano la circonferenza

Inv di centro O (eraggior), il punto P elaper-

pendicolare p per O alaretta OP. Individuiamo

orai punti d'intersezionetrap ed Inv eindi-

chiamo con A uno qualunque di essi:

6) Costruzione/Intersezione di 2 oggetti (punto A

di intersezionetrap ed Inv).

Costruiamo orail punto R di intersezionetrala

retta OP e laperpendicolare s per A a segmento

PA:

7) Creazione/Segmento (segmento PA);

8) Costruzione/Retta perpendicolare (retta s per
A perpendicolare a segmento PA);

9) Costruzione/Intersezione di 2 oggetti (punto
R di intersezionetrased OP).

Costruiamo infineil punto P ssimmetrico di R

rispetto ad O:

10) Costruzione/Simmetrico di un punto (punto P

simmetrico di R rispetto ad O).
Per costruzioneil punto P' il corrispondente di
P nell'inversione circolare rispetto ala circonfe-
renzalnv. Infatti, applicando il secondo teorema

di Euclideal triangolo PAR, si ha:
OR*OP=r? con OR=OP

Q
i

(Facciamo osservare che R €il corrispondente
di P nell'inversione per raggi vettori reciproci
individuata dalla circonferenzalnv.)
Considerazioni finali

Disponiamo oradi tre costruzioni differenti per
l'inversione circolare. Questo fatto mostra come
uno stesso problema possa ammettere pit solu-
zioni e ci0 permette di sottolineare due aspetti:
uno di carattere tecnico el'altro di carattere
didattico.

Nel caso dellarealizzazione con Cabri di costru-
zZioni 0 macro complesse (quali quellerelative
alarealizzazione del modello di Poincaré di
piano iperbolico), poiché unafigura puo conte-
nere al pit 400 oggetti distinti (compresi quelli
intermedi), al fine di non sovraccaricare la
memoriadisponibile e nello stesso tempo con-
sentire una rapida deformazione dellafigura,
conviene operare con costruzioni che utilizzino
il minor numero di oggetti e non ne contengano
di superflui. In particolare, se consideriamo le
tre costruzioni relative al'inversione circolare,
possiamo osservare che la costruzione illustrata
nellanotadi Margiotta coinvolge 15 oggetti
mentre le due qui proposte ne utilizzano 11. (l1
numero degli oggetti presenti nellafigurasu cui
si stalavorando si pud ottenere digitando la
combinazione Ctrl-N.)

Per quanto riguarda invece |'aspetto didattico
pensiamo che la constatazione, da parte degli
alievi, del fatto che uno stesso problema possa
ammettere diverse soluzioni, alcune pit econo-
miche ed eleganti di altre, inducanella classe
una"sana' competizione alla"caccia' della
costruzione pit "bella" il che, ovviamente, con-
tribuisce a dare motivazione all‘approfondi-
mento degli argomenti in studio.




L efunzioni matematiche con
CABRI-géométre eil foglio eettro-
nico

di Anna Strolin Franzini e Cesare Maioli

Nel Ballettino CABRIRRSAE, n. 3, dell'ottobre
1994, e stata presentata una schedadi lavoro che
guidaalaricercadellarelazione chelegaun
cateto di un triangolo rettangolo alla sua proie-
zione sull'ipotenusa, relazione nota comre primo
teoremadi Euclide. Tramite laschedagli stu-
denti, utilizzando CABRI per laraccoltadi cop-
piedi corrispondenza, eil foglio elettronico per
laloro elaborazione elaproduzione di grafici,
giungono, per viasperimentale e analitica, a
'ipotizzare' I'esistenza dellarelazione di Euclide,
relazione che potranno poi ‘dimostrare’ in un
secondo tempo nelle modalitapiu consuete.

In questo articolo viene presentata la scheda che
guida, con analoga metodologia, allaformula-
zione del secondo teoremadi Euclide: altezza
guadrato = prodotto delle proiezioni dei cateti.
Si tratta, anche in questo caso, di unarelazione
ternaria. Per studiare lalegge che legale due
proiezioni dei cateti sull'ipotenusa occorre
quindi mantenere costante laterza grandezza
coinvolta, I'atezzarelativa all'ipotenusa del
triangolo rettangolo. Lafiguramobile che viene
disegnata con CABRI permette infatti di gene-
rare un insieme di triangoli rettangoli, tutti con
lastessa altezza. Trascinando con il mouseil
vertice dell'angol o retto, sullaretta cui esso €
stato vincolato, € possibile variare lamisura
dellaproiezione di un cateto (variabile indipen-
dente), e osservare la corrispondente misura
della proiezione dell'atro cateto (variabile
dipendente). Le coppie di corrispondenza ven-
gono poi inserite nel foglio elettronico per
essere rappresentate graficamente e per potere
eseguire su di esse quei calcoli che permettono
di dare validitaall'ipotesi dell'esistenzadi una
relazione di inversaproporzionaitatrale due
proiezioni, facilmente formul abile osservando il
grafico dellafunzione.

Modificando I'altezza relativa al'ipotenusa e
ripetendo laraccolta delle coppie di corrispon-
denzainun diverso insieme di triangoli rettan-
goli, sarapoi possibile guidare gli studenti a
formulare I'ipotesi che la costante di proporzio-
nalitainversasiail quadrato dell'altezzadell'in -
siemedi triangoli studiato.

PROIEZIONI SULL'TPOTENUSA DEI CATETI

DI UN TRIANGOLO
RETTANGOLO

DISEGNO DELLA FIGURA

- Retta per due punti

- Nomi: primo punto A, rettar

- Punto

- Nomi: punto P

- Parallelaper il punto Pallarettar

- Punto sullaparallela

- Nomi: punto C

- Segmento definito dai punti A eC

- Perpendicolare per C al segmento AC

- Intersezione tralaperpendicolare e larettar
- Nomi: intersezione B

Muovereil punto C sulla retta cui appartiene

a) Qual elacaratteristicadell'insieme di
triangoli ABC che ottieni muovendo il ver-
ticeC?

Trascinareil punto P in un'altra posizione e
muovere di nuovo il punto C sullaretta cui
appartiene

b) Che cosa & cambiato nell'insieme di trian-
goli ABC?

- Perpendicolare per C alarettar

- Intersezione tralaperpendicolare elarettar
- Nomi: intersezione H

- Segmento: AH, BH, CH, BC

- Aspetto degli oggetti, pennello: segmento
AC, segmento BC

- Aspetto degli oggetti, pennello blu: seg-
mento AH

- Aspetto degli oggetti, pennello rosso: seg-
mento BH

- Aspetto degli oggetti, gomma: rettaper C e
B, rettaper CeH

- Misura: segmento AH, segmento BH, seg-
mento CH

Muovereil punto C, sulla retta cui appar-
tiene, osservando la misura dei segmenti AH
e BH, proiezioni sull'ipotenusa dei cateti del
triangolo ABC.

STUDIO DELLA FUNZIONE BH =f (AH)

1)
Muovereil punto P nel piano in modo da



ottenere CH =5 unita

Inserirelamisuradi CH inunacelladel
foglio elettronico.

2)

Muovendo il punto C sullaretta generare
un insieme di coppie di corrispondenza
(AH, BH) con AH chevariada 1 a20 con
passo 1 einserirle nel foglio elettronico.
a) Secondo te BH €& funzione crescente o
decrescente di AH?

Ottenereil grafico di BH infunzione di AH.
b) Descriverelafunzione BH = f (AH)

¢) Quale pensi che sialalegge matematica
chelegaledue proiezioni AH e BH?

Compilare una nuovacolonnacon i valori
di AH*BH einserire nel grafico anche
guesta serie di valori.

d) Che cosapuoi dire del prodotto
AH*BH?

Calcolarelamediadei prodotti AH*BH
ottenuti in tabellaeinserirlain unacella
del foglio arrotondata al'unita
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Muovereil punto Pin modo da ottenere
CH = 6 unitae ripeterei procedimenti sug-
geriti nei punti 2 e 3 (sarasufficiente
modificarei dati nellacolonnaconle
misure di BH: tutte le elaborazioni che hai
impostato verranno aggiornate automati-
camente dal foglio elettronico).

€) |l grafico che ottieni € dello stesso tipo?
f) Qual &, in questo caso, lamediadei pro-
dotti AH*BH?

g) Dache cosapensi dipendail valore
dellamedia?

Un altro modo di disegnare un'e-
lisse con Cabri

di Maria Basile

Nello studio dellacirconferenzain terzamedia

si incontraad un certo punto il temadella corda
edellasuadistanzadal centro.

Gli alunni aprimavistasi accorgono che al cre-
scere dellalunghezza della corda corrisponde
una diminuzione delladistanzadal centro. A
guesto proposito, uno di essi haipotizzato che
potesse trattarsi di una proporzionalitainversa;
ipotesi subito smentitadallarelazione pitagorica

dove d=distanzadal centro; r-- raggio; |=lun-
ghezzadella corda.

E' natacosi lacuriositadi vedere larappresen
tazione grafica di questafunzione; fissator = 15
cm, lafunzione e stata scritta nellaforma

e gli alunni hanno avuto il compito di farneil
grafico in grandezzareal e su carta millimetrata,
assegnando allax valori (in cm.) pari, quali 30,
24,20, 16, 10, 8, 4, 2, 0 e approssimando a
decimo i corrispondenti valori dellay.

Molti degli alunni (6 su 13) hanno sbagliato il
grafico, gli atri hanno correttamente disegnato

il quarto di ellisse chesi ottiene.

Con Cabri si puo procedere cosi . Si disegna una
circonferenzatramite il centro O ed un suo

punto P (il punto P verraapprossimativamente
preso sullaverticale che passa per O, sotto ad O
stesso); si traccialarettaOP e si fissa un punto
H su questaretta, interno alacirconferenza, al

di sopradi O; si traccialaperpendicolare alla
rettaper il punto H e se nefissano le dueinterse-
zioni A eB con lacirconferenza. Si & cosi
individuata una corda AB che si potramuovere
parallelamente a se stessa muovendo H con la
manina, in modo che la sua distanza OH dal
centro vari lungo laretta disegnata per prima.
Adesso occorre costruireil smmetrico H' di H
rispetto aB; in tal modo, lalunghezzax della
corda é rappresentata dal segmento HH', mentre
lasuadistanzadal centro & OH; il grafico cercato



ecosi rappresentato dal luogo geometrico
descritto dal punto H' a variare di H sullaretta
OP apartire daO verso l'alto. In un sistemacar-
tesiano, che non occorre tracciare, di origine O e
avente come assi laretta OP e la sua perpendico-
lare per O, le coordinate di H' sono proprio la
lunghezza della corda e la suadistanzadal centro.
Sesi portalacordasottoil centro, e quindi a
distanza da esso negativanell'ideal e riferi-

mento, si pud descrivere |'altro quarto di ellisse.
Sepoi si costruisce anche H", ssmmetrico di H
rispetto aB, e si descriveil luogo di punti sele-
zionando H' ed H" (occorre per questo tenere
premuto lo Shift durante la selezione) si ha

anche l'altramezzaellisse.

Seil livello dellaclasse lo consente, si pud adesso
porrelafunzione di partenzanellaforma

X2

2 =225- —
Y 4

dacui, con facili passaggi,

2 2
X
R S

900 225

e spiegare che questa e I' equazione dell'ellisse

di centro O edi semiass =30 cm, b=15cm,
attraverso I'analogia con I'equazione della cir-
conferenzadi centro O.

Questo tema é stato trattato da un gruppo di colle-
ghi (A.Grassi, M.G.Masi, M.Montevecchi, P.Sche-
none, R.Schepis, E.Semprini) a Seminario
residenziale di Bellaria (16/18 Novembre 1993)
nell'U.D. "Retta e circonferenza’.

Un'esperienzain prima media
di Giovanni Barbi e Anna Giannini
0. Premessa

Siamo stati alungo in dubbio sull'‘opportunitadi

presentare questo nostro contributo allaredazione

dato il "basso" livello degli argomenti affrontati
rispetto aquelli proposti dai nostri colleghi.

Gli articoli di Bernard Capponi e Colette
Laborde apparsi sui humeri 4 e 5 del bollettino
c¢i hanno pero convinto che anche il nostro
lavoro potrebbe risultare utile in relazione ala
discussione che verte sull'utilizzo di CABRI in
classe.

10

Leconclusioni acui giungeremo, e la stessa pra-
tica didattica descritta, siadi classe che di labora-
torio, potrebbero apparire in contraddizione con
guelle raccomandate dai due ricercatori del Dida-
Tech, maaben vedere e considerataladiversita
degli obiettivi didattici, pensiamo invece che si
supportino reciprocamente.

|. Lasituazione

Ci pareinizialmente importante descrivere la
situazionein cui € stata attuata l'esperienza che
vogliamo qui brevemente descrivere.

Si trattadi una classe primaatempo prolungato
che operaal'interno di una sperimentazione mini-
steriale di informatica. Oltre adue ore di insegna-
mento aggiuntivo, specificamente rivolto
dl'informatica (LOGO ma, si badi bene, hon solo
"geometria dellatartaruga'), I'attivitadidattica e
caratterizzata dall'utilizzo sistematico di strumenti
informatici: videoscrittura, produzione di i pertesti
di argomento storico e geografico, trattamento
€lettronico di brani musicali ... sono problemi con
cui gli alunni si confrontano quotidianamente.

L 'attivitain esame si € svolta nel corso di unacopre-
senza matematica-l ettere, un'ora settimanal e per
I'intera durata dell'anno scol astico ed ha coperto,
pressoché interamente, il programmadi geometria
della classe prima. E' forse anche utile sottolineare
chequestaattivitahaoccupato unadelle dueore cur-
ricolari dedicate all'insegnamento della geometria.

2. Gli obiettivi.

L 'obiettivo sostanzial e indubbiamente é stato:

a) acquisireil linguaggio specifico ddlageometria;
si voleva contemporaneamente evitare ogni
apprendimento meramente mnemonico mentre era
ben presente la necessitadi fare acquisire agli
alunni un linguaggio assolutamente rigoroso. Si &
cosi pensato alapossibilitadi utilizzare I'elabora-
tore, con CABRI, come strumento di verificazione
e, soprattutto, di falsificazione di ipotesi concer-
nenti lanaturadegli enti, degli oggetti geometrici
edelleloro proprieta

Un secondo obiettivo era:

b) familiarizzarsi con il software CABRI;
invistadi unagrossa attivitasui poligoni pro -
grammata per il prossimo anno scolastico.
Datalasituazionein cui questaesperienza é avve-
nuta, era anche importante un terzo obiettivo:

c¢) familiarizzarsi con il mezzo informatico

stesso (salvare file, muovere un mouse, gestire
dischetti, ...)



3. Lametodologia.
3.1. obiettivo a)

L'insegnante di matematica presentavaalla
classe un oggetto (un segmento, il punto note-
voledi untriangolo ... ), ne descrivevale pro-
prietae, eventualmente, la costruzione.

A questo punto, con l'intervento dell'insegnante
di lettere, si chiedevaagli alunni di dare una
definizione "assolutamente rigorosa’ dell'ente
mostrato. A seguito di unalibera discussione
ogni alunno doveva produrre un insieme di ipo-
tesi daverificare poi in laboratorio. Queste ipo-
tesi, prodotte in formadi appunti, contengono
siauna possibile definizione dell'ente in esame
chele procedure CABRI atte alla verificazione
della congettura.

In laboratorio gli alunni si suddividono in
gruppi (uno, due o tre per ogni elaboratore) in
modo assolutamente libero e spontaneo: diver-
genze da appianare, convergenze darafforzare,
si erano giacreate nella precedente fase svilup-
patain classe. 1 gruppi discutono al loro interno,
parlano con i gruppi vicini, raramente chiedono
I'intervento di un insegnante (entrambi presenti
in laboratorio). Fondamental mente testano le
loro congetture "empiricamente" con |'elabora-
tore e parlano traloro usando un linguaggio via
viapiu adeguato e rigoroso.

Ogni gruppo sviluppa un breve resoconto del
lavoro svolto, direttamente in |aboratorio o nel-
I'orasuccessivain classe, quasi sempre (con-
fronto nel gruppo, confronto trai gruppi,
conferma dell'elaboratore, intervento "locale"
del docente), si giunge ad una definizione piu
che soddisfacente dell'ente in esame e delle sue
proprieta(es. equidistanzadei punti apparte-
nenti alabisettrice dai lati dell'angol o).

3.2. Obiettivo b)

Cosi comesi e voluto che fossero gli alunni stessi
acostruire le definizioni geometriche e ad identifi-
care le proprietadegli oggetti presentati, in
manieraanalogasi sono introdotti i comandi
CABRI soltanto in relazione a specifiche necessita
E' stato inizialmente presentato soltanto il menu
Creazioni. Gli adtri menu egli atri comandi

sono stati introdotti soltanto dopo unaprima
costruzione "manuale" operata dagli alunni: ad
esempio il comando "Asse di un segmento” &
stato descritto solo dopo la costruzione del

punto medio e dellaretta perpendicolare.

Per dare un'idea concreta, datala natura di que-
sto bollettino e visto cheil problemaé stato
posto di recente da Capponi e Laborde, ci pare
utile soffermarci dettagliatamente sul quando e
sul perché e stato introdotto il comando "Punto
Su un oggetto".

Si trattava di misurare unacoppiadi angoli
aterni interni date due parallele ed unaretta
incidente, la congetturadaverificare eraovvia-
mente la congruenzadei due angoli. Gli alunni
sanno giacostruire una parallela passante per un
punto dato (C) esterno allarettafissata (AB) ma
creano un nuovo punto (D) sovrapponendolo
alarettaper C. Laprimacostruzione natural-
mente "funziona' perfettamente.

D ¢
450°

45.0°

/ﬁ B

Gli aunni sanno poi che per verificare speri-
mental mente la proprietadovranno "stirac-

chi are" lafiguratrascinando uno dei punti base
dellacostruzione(AoB o C).

Ecco uno dei possibili risultati:

ID IC

68.7 :’}f
i
_é 51.2¢

/fa B

Trascinando C, laposizione di D restainalterata
el'angolo che CABRI misura e ancora ACD fal-
sificando (apparentemente) una congetturarite-
nuta universalmente vera. La discussione (lite)
che segue meriterebbe un intero articolo maé
qui fondamentale dire che é statarisoltadaun
alunno con la"scoperta” del comando "Punto su
un oggetto” e con lapresentazione ai compagni
di un'immagine anal oga alla seguente con tutte
le sue possibili trasformazioni ("stiracchia-
menti")
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Pensiamo che in questo modo gli studenti
abbiano realmente concretizzato la necessitadi
utilizzare il comando " Punto su un oggetto", nuo-
vamente al di ladi ogni apprendimento mnemo -
nico e basando le nuove conoscenze acquisite su
un'attivitarealmente operativa e collaborativa.

3.3. Ohiettivo ¢)

Fatto salvo quanto detto in precedenza, mapro-
prio in relazione al'obiettivo qui in esame, i
menu di CABRI non sono stati modificati. |1
fine eraanche, ricordiamolo, quello di utilizzare
lo strumento informatica. Quello di discrimi-
narei comandi conosciuti dai comandi scono-
sciuti € certo un obiettivo fondamentale per un
corretto uso dellamacchina: chi di noi puo dire
di saper utilizzare tutti i comandi di tutti i pac-
chetti che quotidianamente usa?

Abbiamo dunque conservato i menu nellaloro
integrita esigendo che gli alunni utilizzassero
solo quelli conosciuti, facendo, solo in caso
estremo ed in base ad utili considerazioni, con-
getture sul senso di quelli sconosciuti (vedi il
punto 3.2.). Ma capire di sapere, e percio potere
edovere, utilizzare il comando "retta per due
punti" e non il comando "retta" non égiaun
risultato di grande importanza?

4. Sul comando "Misura’.

Dall'unico esempio qui riportato (punto 3.2.) si
puo chiaramente inferire come I'utilizzo del
comando "Misura" siarisultato fondamentale ed
addiritturaimprescindibile. La sostanziale pro-
prietadell'equidistanzadei punti appartenenti a
due rette parallele come avrebbe altrimenti

potuta essere verificata?

Gli inevitabili errori nellamisurazione di angoli e
segmenti erano dati per scontati. Ladiscontinuita
dello schermo era un fatto noto e vissuto (da
almeno tre mesi disegnavano cartine geografiche
sullo schermo!). Che Lara abbia costruito un
triangolo in cui lasommadelle misure dei lati
minori risultavauguale aquelladel lato maggiore
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ha soltanto suscitato ilaritae dimostrato la sua
grande abilitanel manovrareil mouse.

Cheinveceil comando "Misura" siagrigio ("oscu-
rato") quando il cursore del mouse viene puntato
SU un punto o su unaretta e stato di grande impor-
tanza per ladefinizione di questi enti e per la con-
cezione stessadel concetto di misurabilita

5. Conclusioni.

Laricadutasul curricolo, laqualitaaggiuntaall'in -
segnamento tradizional e (rigorosamente mante-
nuto), sono state molto positive. Non sarafacile
mantenere la medesima metodol ogia ed ottenere
analoghi risultati nel corso dei prossimi anni.
Saremo in grado di produrre una definizione
accettabile di "stiracchiabile"? Quale "stiracchia-
mento" trasformeraun rombo in un quadrato?
Condizioneimprescindibile per il successo sara
pero ricordare sempre che:

a) CABRI non serve afare disegni perfetti;

b) CABRI non éunfoglio di calcolo;

€) CABRI non € unalavagnaluminosa.

CABRI & un ambiente che permette di controllare
congetture e che, se non pud dimostrare formal-
mente un'ipotesi, la pud certamente falsificare.

Un problema di cinematica
di Roberto Ricci

Di che moto si muovono i punti intersezionetra
unacirconferenzache attraversaavelocita
costante unarettaferma, e laretta stessa? Cabri
puo darci unamano asimulareil movimento e
suggerirci unarisposta.

Costruitaunarettax, poi unaqualunque perpendi-
colare s ad essa, infine una circonferenza di raggio
dato r e con centro C su s, indichiamo con P uno
dei due punti intersezione tra circonferenza e retta
X. Trascinando uniformemente C, il punto P segue
il moto in questione.

r

Brrrer——

ST
C / S=KT




[fig. 1]
Costruiamo orail punto Q le cui proiezioni sulla
rettas e sullarettax coincidono rispettivamente
con C eP. Il punto Q descrive, a variaredi C,
un luogo geometrico che, dilatato lungo |'asse s,
e ancheil diagrammaorario del moto del punto
P. Infatti nel sistema cartesiano sOx laprima
coordinatadi Q € proporzionale a tempo perché
C havelocitacostante.

r b4

[ O —

il

[fig.2] ]

Cabri sembra mostrarci che questo luogo € una
semicirconferenza. E' cosi, infatti QO halun
ghezzar dal momento che CP e OQ sono le due
diagonali di uno stesso rettangolo.

In conclusione, quindi, lalegge oraria del moto
e

Xx=4/r?- 2 :Jrz- (v/r)?

per t da-(r/v) a(r/v), essendo v lavelocita
costante con cui si muove la circonferenza data.
Il diagramma orario risulteraquindi una semiel-
lisse

L'uso di Cabri nel biennio delle
superiori

di Rossana M. Rossi Bucciarelli e Lidia

Menci

I.T.1.S. "G.Ferraris' San Giovanni Valdarno (Ar)

Nellanostra proposta didattica si alternano
lezioni frontali alezioni svoltein laboratorio,
dovei ragazzi lavorano in gruppi di non pit di
tre alunni per ogni computer. Durante le lezioni
frontali abbiamo parlato agli allievi dei concetti

primitivi, abbiamo dato la definizione di semi-
rette, segmenti, angoli (concavi. convessi, retti,
piatti, giro, complementari, supplementari, adia-
centi, consecutivi, opposti a vertice) eladimo-
strazione della congruenza degli angoli opposti
al vertice. Siamo quindi andate in laboratorio
dove abbiamo illustrato velocemente il menu
minimo del Cabri. Gli alievi conosoono dalla
scuolamedialacirconferenza: € quindi stato
sufficiente formalizzare la definizione come
luogo geometrico per poterne fare uso durante
le costruzioni geometriche.

Come prima esercitazione abbiamo fatto som
mare due segmenti senzafar ricorso ale macro.
Dopo varie congetture i ragazzi hanno costruito
laretta passante per i due estremi A e B di uno
dei segmenti, hanno costruito la circonferenza
avente comeraggio |I' altro segmento CD da
sommare, hanno soppresso larelazionetracir-
conferenza e segmento, hanno spostato lacir-
conferenza, ne hanno ritrovato il centroO e
hanno fatto coincidereil centro con I'estremo B
del primo segmento (si & dimostrato importante
assegnare i nomi alle estremitadel segmento e al
centro dellacirconferenza perché, con

I'avviso dell'ambiguita si raggiunge unamag-
gior precisione), hanno trovato l'intersezione D'
tra circonferenza e retta passante per AB, hanno
tracciato il segmento con estremi inOeinD'eg,
dopo aver cancellato tutto quello che é stato
necessario per la costruzione, hanno raggiunto
lasommaAD' dei segmenti con una maggior
consapevolezza. Questo lavoro é servito soprat-
tutto ad ottenere una buona manualitanell'uso
del Cabri.

Siamo passati quindi alla sottrazione di seg-
menti. La sonma e sottrazione di angoli € stata
fatta utilizzando la macro per il trasporto di un
angolo. L'uso di questamacro ci haportato a
parlare dell'orientamento dell'angolo. Tuttele
esperienze sono state descrittein relazioni fatte
da ciascun ragazzo.

Avendo riscontrato negli anni precedenti che gli
alievi, quando si trovano adover stabilirela
congruenzadei triangoli, trovano difficoltaad
evidenziare il numero minimo di elementi con-
gruenti e soprattutto vedonoi trelati come ele-
menti determinanti, abbiamo seguito il seguente
iter didattico.

Abbiamo assegnato il problema:

"Dato un triangolo ABC, costruire A'B'C' con-
gruente e mettere in evidenza qual €il numero

13



minimo di elementi congruenti che ci servono."
Gli dlievi hanno costruito un triangolo ABC ed
hanno inserito nel menu le macro per il tra-
sporto degli angoli e dei segmenti. Hanno tra-
sportato il segmento AB in un altro punto del
monitor elo hanno chiamato A'B'. Per rendere
operante lamacro del trasporto, occorre un altro
punto O' oltread A'. A questo punto é sorto il
problemadel trasporto dell'altro lato AC del
triangolo. Occorre un altro punto O", oltre A",
per stabilire ladirezione del segmento. Da parte
di alcuni alievi c'é statala propostadi far
ricorso alle parallele: questo fatto si érivelato
un'ottima occasione per metterein evidenza che
ogni proposta pud essere accettata solo se avva-
lorata da una precedente dimostrazione. Tale
punto O" viene momentaneamente preso in
modo approssimato. Con il trasporto, del seg-
mento AC nelladirezione O" e facendo coinci-
dere A con A'individuiamo il punto C' (vedi
figural).

C B

fig. 1

Con ledirezioni giadefinite dall'estremo libero
C' del secondo lato trasportato e B, € stato pos-
sibile trasportareil terzo lato e si constata cheil
triangolo puo non chiudersi. (Si fanotare chela
sicurezzachei tre segmenti rispettino le condi-
zioni per essere lati di un triangolo ci viene
garantitadal fatto che siamo partiti da un trian-
golo giacostruito). Variando ladirezione (la
posizione del punto O' 0 O") di unadelle due
rette contenenti i due segmenti trasportati per
primi, si notacheil triangolo si formavariando
I'angolo trale duerette. A questo punto si mette
bene in evidenza quanto I'angol o compreso trai
due segmenti A'B' e NC' siadeterminante per la
costruzione del triangolo. Orasi cancellail dise
gno del segmento C'B' e si trasportal' angolo
ACB con un lato coincidente con A'C' e, ancora
unavolta, trasportando il segmento CB sul
secondo lato dell'angolo C'B", ci si accorge che
il triangolo pud non formarsi. Questa & un'ulte-
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riore confermache |’ angolo datrasportare e BAC
(vedi figura 3).

C

fig. 2

A questo punto cancello siaC'B' che A'C' etra-
sporto I'angolo BAC con un lato sullaretta che
contiene il segmento B'A". Per trasportare sull'al-
tro lato dell'angolo il segmento AC prendo un
punto O" sullaretta che determinal‘angolo e
attivo lamacro "trasporto segmento”. Prendo
quindi laretta passante per C' e B' lacoloroin
rosso e a questo punto ho un triangolo che hadue
lati e l'angolo compreso congruenti aquello ini-
ziale. Trasportando il lato BC sul lato B'C', glli
angoli ACB e CBA sugli angoli omologhi, si veri-
ficachei duetriangoli sono sovrapponibili. Si pud
ora concludere con una maggior consapevolezza
che:

"Duelati el'angolo compreso congruenti determi-
nano due triangoli congruenti”

Nella precedente esperienza, dopo il tentativo di
costruireil triangolo congruente a primo
medianteil trasporto dei trelati, abbiamo con-
cluso che per fare chiudereil triangolo dovevamo
variare almeno uno degli angoli adiacenti al seg-
mento A'B'. Viene spontaneo a questo punto ripor-
tare la costruzione al momento in cui é stato
disegnato AB' etrasportare gli angoli BAC e
A]3C. L'intersezione trale due rette che delimi -
tano i due angoli, costituisceil terzo vertice del
triangolo. Con il trasporto dei lati AC, BC e del-
['angolo ACB verifichiamo chei triangoli sono
sovrapponibili. Si pud concludere che:

"Un lato e due angoli adiacenti ad esso determi -
nano due triangoli congruenti”

A questo punto si passadalla costruzione di trian-
goli congruenti allaverifica con il seguente pro-
blema:

"Dati duetriangoli verificare se sono congruenti
sfruttando (secondo quanto giaappreso) il numero
minimo di informazioni."

In base a primo criterio occorre confrontare solo
due lati el'angolo compreso, in base a secondo
devo confrontare solo due angoli eil lato com
preso (con le macro del trasporto). Nel caso della



verificagli alunni si accorgono che possono
effettuare la sovrapposizione, dei due triangoli
anche trasportando soloi trelati (non soloi tre
angoli). L'ambiente Cabri permette di effettuare
visivamente la sovrapposizione di ogni ele-
mento, senzaricorrere alla misura e soprattutto
rendendo concretal'immagine del movimento
rigido che sta alla base della congruenza Si

giunge alla conclusione che non posso costruire

un triangol o congruente ad un altro senza cono-
scere larispettiva congruenza di almeno un
angolo, ma posso verificasse la congruenza.
Inlezioni frontali si formalizzanoi primi due
criteri di congruenza, si dimostrail teorema
sugli angoli allabase del triangolo isoscele eil
teoremainverso. Per ladimostrazione si puo
ricorrere a Cabri come lavagnadinamica.
Anche larealizzazione di questafigurasi erive-
lata di grande interesse poiché, per costruireil
triangolo isoscele, I'uso dell'asse del segmento
ha dato o spunto per formalizzarne le proprieta
Mentre |a proposta dell'intersezione tra circon-
ferenze di uguale raggio diverso dallabase, ha
offerto I'occasione del confronto trale due
costruzioni. E' emerso che, per costruire un
triangol o equilatero € migliore la secondaipotesi
(prendendo il raggio uguale alla base), men-

tre, per quello isoscele, I'uso del Cabri, visto
che ci sono le macro adisposizione, fapreferire
laprima

A questo punto & bene metterein evidenzala
differenzatraverificae dimostrazioneela
necessitg in ambeduei casi, di sapere bene
quello che si conosce e quello che é oggetto di
verificao di dimostrazione.

Si conclude quindi chesi riesce averificarela
congruenzadi duetriangoli con il confronto dei
trelati, manon si riesce a costruire triangoli
congruenti. Con le nuove conoscenze acquisite
teoricamente (proprietadel triangol o isoscele)

ci si rende conto che, se due triangoli avessero
un lato coincidente e avessero il terzo verticein
semipiani opposti, si potrebbero creare due
triangoli isosceli congiungendo i vertici opposti
equindi ricavare informazioni sulla congruenza
dei due angoli al vertice sfruttando il primo cri-
terio. Sei duetriangoli sono in altra posizione
reciproca, la strada da seguire pud essere quella
di costruirne uno sicuramente congruente al
secondo triangolo nella posizione sopra
descritta, usando il secondo criterio e poi, sfrut-
tando la proprietatransitiva, arrivare alla costru -
zionedi triangoli congruenti.

Si fanno trovare sul monitor due triangoli (vedi

figurad4) ABC e A'B'C' di cui gli alievi non
conoscono la congruenza.

Clll

Si fanno costruire tre segmenti A"B ", A"C",
C"B" rispettivamente congruenti ad AB, AC,
CB esi verifica, sempre conil trasporto, che,
per laproprietatransitiva, A'B', A'C' e C'B' sono
congruenti ad AB, AC e CB. Si ricorda che que-
sto non vuol dire necessariamente chei due
triangoli sono congruenti, secondo le cono-
scenze finora acquisiti. Mediante il secondo cri-
terio si costruisce un triangolo ABC"' con base
comune a triangolo ABC e conil vertice C*' nel
semipiano opposto. (Riporto gli angoli CB'A’
conunlatosuAB eC'A'B' conunlatosu BA e
ottengo C"' con I'intersezione delle due rette
che delimitano gli angoli adiacenti ad AB). Evi-
denzio i segmenti che costituisconoi lati di que-
sto triangolo ABC"'. Verifico chei duetriangoli
ABC e ABC"' sono congruenti trasportando
I'angolo AC"'B su ACB.

Per la proprietatransitivai tre triangoli sono
congruenti.

Orasi puo formalizzare ancheil terzo criterio di
congruenza.

La Circonferenza di Apollonio
di Maura Brambilla e Enrico Lamanna

Lasoluzione del problema propone da una parte
larigorosa dimostraz one geometrica della pro-
prietadel luogo e dall'dtralaverificaformale
della sua esistenza.

«lIl luogo geometrico dei punti del piano, per cui
e costanteil rapporto K delle distanze da due
punti B e C assegnati nel piano, élacirconfe-
renzail cui diametro ha per estremi i due punti
che dividono internamente ed esternamenteil
segmento BC nel rapporto K assegnato. Tale
luogo geometrico, per Kt 1, €laCIRCONFE
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RENZA DI APOLLONIO.»? 1| diametro della
circonferenza ha come estremi rispettivamente
leintersezioni P e Q trale bisettrici dell'angolo
BAC edel suo supplementare con laretta conte-
nente BC, ove A individuail punto che deter-
minail luogo.

Tale luogo puo esserericavato con Cabri
mediante 'uso del Teoremadi Talete. Inizia-
mente bisogna determinare il punto P interno al
segmento BC che divide | o stesso nel rapporto
K richiesto, successivamenteil vertice dell'an-
golo BAC chedescriveil luogo stesso.

Per una migliore comprensione vengono ripor-
tati lafiguralacui s éfatto riferimento ela
costruzione, passo passo, eseguita con Cabri:

PRIMA PARTE:
COSTRUZIONE DEL LUOGO
retta per due punti

punto su un oggetto (B)
punto su un oggetto (C)
segmento BC

punto
rettaparallelaaBC
punto
rettaparallelaaBC
punto

10. rettaparalelaaBC

11. puntoB'surettalO

12. puntomsuretta8

13. punto nsuretta6

14. punto su retta 8

15. punto su retta 6

16. segmento m, punto 14
17. segmento n, punto 15
18. rettaBB'

19. rettaparallelaaBB' passante per C
20. rettaB'm

21. rettaparallelaaB'm per I'altro estremo del

©CONOOR~WDNE
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segmento m

22. intersezionetrarettapunto 10 elaparalelaa
BB' passante per C

23. nomeC'

24. intersezione B'C' con retta punto 21

25. rettaperneC

26. retta parallela per altro estremo del segmento
naCn

27. intersezione B'C' con retta punto 26

28. punto Sesterno alarettaB'C'

29. rettaper B'S

30. circonferenzal centroinB'eraggio=m

31. intersezionetracirconf. 1 conrettaB'S

32. rettaparallelaaquellapassante per B'S per C'

33. circonferenza2 centroin C' eraggio=n

34. intersezioni tracirconf. 2 erettadel punto 32

35. retta passante per l'intersezione superioredella
circonf. 1 e quellainferiore dellacirconf. 2

36. intersezionetrarettadel punto 35 eretta per
B'C

37. nomeP

38. retta passante per |'intersezione superiore della
circonf. 1 e quella superiore dellacirconf. 2

39. intersezionetrarettadel punto 38 eretta per
B'C

40. nomeQ

41. punto medio PQ

42. nomeM

43. circonferenzadi centro M e punto Q [Circon-
ferenzadi Apollonio]

~ )
B C' G
Wil
I
B C
fig. 2
SECONDA PARTE: VERIFICA DELLA ESI-
STENZA DEL LUOGO
1. puntosurettaB'S
2. nomeU
3. rettaper UP
4. punto medio B'P



5. smmetrico di C' rispetto punto 4
6. simmetrico, rispetto B', del smmetricodi C'
[HO OTTENUTO IL SEGMENTO n DI ORI-

GINEB]
7. rettaparallela, rispetto UP, passante per il
punto 6

8. intersezione dellaparallelacon B'U

9. circonferenza 3 di centro B' e punto U

10. rettaparalelaalaB'C' passante per il punto
8

11. intersezione della paralleladel punto 10 con
precedente parallelaaB'S condotta per C'
(punto 32)

12. circonferenza4 con centro C' e punto 11

13. intersezionetracirconf. 3 ecirconf. 4

14. nomeA [unadelle dueintersezioni il
punto A che descrive lacirconferenzadi
Apollonio]

15. segmento B'A

16. segmento C'A

17. luogo geometrico di A al variaredi U

Lafigura2 e quellachesi ottiene con Cabri.

Note:

1 Bollettino CABRIRRSAE numero 4 Febbraio 95 pag
2-3 edito dall'lRRSAE Emilia Romagna

2 L. Benaglia- LaMatematica, i suoi metodi ei suoi
problemi - vol. 2 pag. 176-178 - Morano Editore

3idemvol. 2 pag. 226

N.d.r.

La proceduraindicata per la costruzione del luogo e per
laverificadellasuaesistenzanon é ' unicapossbile(né
lapiu breve); laforma presentata hala caratteristicadi
raggruppare le operazioni simili, con il vantaggio di
richiedere meno tempo e lo svantaggio di apparirein
alcuni punti poco comprensibile.

Per facilitare la"lettura” della procedurasi ritiene
opportuno fornire la seguente descrizione:

(Non mettiamo numeri di nota nella procedura e met-
tiamo solo i numeri dei punti nelle N.d.r.)

PRIMA PARTE - Costruzione (vedi fig. 2):

(1) del segmento BC [Punti: 1; 2; 3; 4]

2 " " di lunghezzan. Il smbolo n di lunghezze
viene assegnato come simbolo di punto all'estremo
sinistro del segmento epoispostato a centro esopra
il segmento [Punti: 5; 6; 13; 15; 17]

3 " " di lunghezza m. Per il simbolo si opera
comein (2) [Punti: 7; 8; 12; 14, 16]
(vedi fig. 1 e 2):

(4) dellarettaede segmento B'C' [Punti: 9; 10; 11; 18;
19; 22; 23]

(5) dellacirconferenzal di centro B' eraggio di lun-
ghezza m [Punti: 20; 21; 24; 30]

(6) dellacirconferenza2 di centro C' eraggio di
lunghezza n [Punti: 25; 26; 27; 33]

(7) diunarettaarbitrariaB'S, distintadaB'C' e di una
suaparalelaper C' [Punti: 29; 32]

(8) del punto P (Estremo sinistro del dianeroddladrc.
di Apollonio) [Punti: 31; 34; 35; 36; 37]

(9) del punto Q (Estremo destro del diametro dellacir-
conferenzadi Apollonio) [Punti: 37; 38; 39]

(10) del centro dellacirconferenzadi Apollonio edella
circonferenza stessa [Punti: 40; 41; 42]

SECONDA PARTE - Costruzione (vedi fig. 2):

(12) del punto-parametro U (e scelta, arbitraria, di m')
[Punti: 1; 2]

(12) di un segmento di lunghezzan' tale che: m/n'=m
/' n[Punti: 3; 4; 5; 6; 7; 8]

(13) dellacirconferenzadi centro B' eraggio m' [Punto
9

(14) dellacirconferenzadi centro C' eraggio n' [Punti:
10; 11; 12]
(vedi fig. 1 e 2):

(15) del punto A [Punti: 13; 14]

(16) del luogo dei punti A [Punti: (5; 16;) 17].

M aturita scientifica 1994/1995

Soluzione sintetica del primo quesito
di Luigi Tomasi

1. Consideratoil triangolo equilatero ABC,
chiamare:

C', C" i punti chedividono il lato AB intre
parti congruenti (AC'<AC")

A', A" i punti chedividonoil lato BCintre
parti congruenti (BA'<BA")

B', B" i punti chedividonoil lato CAintre
parti congruenti (CB'< CB")

Indicare quindi con:

L il punto intersezione dei segmenti AA' e BB"
M il punto intersezione dei segmenti AA' e CC"
N il puntointersezione dei segmenti BB' e CC"
P il punto intersezione dei segmenti BB' e AA"
Q il punto intersezione dei segmenti CC' e AA"
Ril Punto intersezione dei segmenti CC' e BB"
a) Dimostrare, con il metodo che si preferisce,
chel'area dell'esagono LMNPQR & 1/10 di
quella del triangolo ABC.

L’ esagono LMNPQR pud essere scomposto nel
triangolo equilatero RMP e in tretriangoli iso-
sceli traloro isometrici (RML, MPN e PRQ).
Troviamo pertanto |'area del triangol o equila-
tero RMP el'areadel triangolo RML.

Disegnoil triangolo HKJ, ottenuto congiun-
gendo i punti medi dei lati del triangolo equila-

17



tero ABC. HKJ & equilatero e con rapporto di
similitudine 1/2 conil triangolo dato ABC (lo si
verificafacilmente).

L o stesso ragionamento si puo ripetere per il
triangolo RMP rispetto a triangolo equilatero
HKJ.

[l punto P &il punto medio di JK eancheil
punto medio dell'altezzadi ABC (questolo si
dimostra facilmente ragionando sui triangoli
omotetici ABP e B'M'P (omotetici rispetto al
punto P, con rapporto di similitudine 1/3
essendo B'A"=1/3AB).]

Quindi il triangolo equilatero RMP ha rapporto
di omotetia1/4 conil triangolo ABC.

Pertanto Area (RMP)=1/16 Area(ABC).

Si considerino orai triangoli isosceli ABL e
RML.

Sono ovviamente simili (anzi omotetici rispetto
a punto L). Inoltreil loro rapporto di similitu-
dine € 1/4, perché RM=1/4 AB.

Quindi LV=1/5HV=1/20 HC (perché HV=

=14 HC).

Pertanto il triangolo RML hal'areache & 1/80
di qudladi ABC.

Infatti lasuabase &1/4 dellabase di ABCela
suaaltezza é 1/20 dell'altezzadi ABC.

Quindi I'area dell'esagono LMNRPQ=
=Area(RMP)+3 Area(RMLI)=

=1/16 Area(ABC)+3(1/80) Area(ABC)=

=1/10 Area(ABC).

Cabri in biblioteca

E disponibile il Quaderno n° 8 della collana"Qua-
derni di CABRIRRSAE', avente cometitolo: "Ca-
bri ei luoghi geometrici — Schede di laboratorio”,

acuradi MauraBrambillaed Enrico Lamanna.
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Sono disponibili, inoltre, tre videocassette, della
duratadi circa90 minuti I'una, relative ad argo-
menti specifici trattati con Cabri; eccoi titoli:

- Letrasformazioni geometriche (acuradi

L. Benaglia)

- Lamisurain Cabri (acuradi P. Boieri)

- Algebracon Cabri (acuradi R. Ricci).

Parte dei materiali prodotti dall'lRRSAEER sul
software Cabri, sono disponibili, da alcune setti-
mane, su Internet a seguente indirizzo:
http://arci A1.bo.cnr.it/cabri/cabri.html

Da Cabriole
| quadrilateri ei loro gradi di liberta

di Gérard Vivier (traduzionedi A. M. Arpinati)
da CABRIOLE n. 3, pag. 4.

Per misurareil carattere pit 0 meno libero o vin-
colato di una costruzione Cabri, Si possono con-
tarei suoi "gradi di libertd'.

Si terraconto che un punto libero hadue gradi di
libertae che un punto semilibero (punto su una
retta o un cerchio) ne ha uno, mentre un punto
costruito ne ha evidentemente zero.

Per unafiguracostruitaabase di punti, il suo
numero di gradi di libertasaralasommadei gradi

di libertadi questi punti.

Interessiamoci alle classi di quadrilateri rappre-
sentabili mediante una costruzione Cabri. 11
quadrilatero generico avracosi otto gradi di liberta
ed il quadrato neavrasolamentequattro. Frai duesi
troveranno tutte le classi di quadrilateri, con questa
regola: seuna classeCeéstrettamente inclusain una
classe C, dlorail numero dei gradi di libertadi C
einferiorea numero dei gradi di libertadi C'.

Per i quadrilateri "classici” si ritroveracosi il dia-
grammaclassico, dal pit generale al piu particolare.

Quadrilatero qualunque D C
) A
4 punti liberi Q
8 gradi di liberta B
A
Trapezio D
3 punti liberi A c
1 punto semilibero
7 gradi di liberta B
v
Parallelogrammo D
—_ A ¢
3 punti liberi
6 gradi di liberta B
v 32
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Losanga

AQ C
B

2 punti liberi

1 punto semilibero

5 gradi di liberta

Rettangolo
D

Al 7C
B

2 punti liberi
1 punto semilibero
5 gradi di liberta

v v
Quadrato D
C
2 punti liberi A
4 gradi di liberta B

Si pud parlare di numero di gradi di libertadi una
classe di quadrilateri perché questo numero &
indipendente dallamodalitadi costruzione scelta
Cosi, per costruire con Cabri laclasse dei
rombi, si potranno assegnare, ad esempio:

- due vertici consecutivi A e B liberi ed un vertice

C semilibero sul cerchio di centro B eraggio BA;
- oppure due vertici opposti A e C liberi ed un
vertice B semilibero sull'asse del segmento AC;
ed in ciascuna costruzione abbiamo 5 gradi di
liberta

Nota

Si ritrovacosi unamisuradi "libertd' analogaa
guelladel numero di parametri cheinterverreb-
bero con unarappresentazione analiticadella
classedi figure.

Suggerimenti:

Proporsi di generare con una costruzione Cabri
unaclasse di quadrilateri (e non solamente i
"classici") mettendone in evidenza gli aspetti di
vincolo e di libertadé molto formativo.

Esempio: quadrilateri con due lati opposti per-
pendicolari, o uguali, o due angoli opposti
uguali, o le diagonali perpendicolari, o della
stessalunghezza, o ...

Si potranno contarei gradi di libertaarric -
chendo avolontail diagramma primadise-
gnato. Cosi I'aquilone (Rif. CABRIRRSAE n. 3
Ottobre 94) hasei gradi di liberta

Aneddoto:

In unaclasse di quarta che lavorava con Cabri, il
compito dato eraquello di costruire un rombo
generico.

Piero avevascelto due vertici A e B consecutivi
liberi, mapoi avevaimposto aD non solo la
condizione. AD=AB, maanche AD=BD, da cui
un "calisson", cioe un rombo con un angolo di
60 gradi.

A questo punto si e svoltaladiscussione
seguente, intercal ata da manipolazioni con il

mouse, tra Pietro ed il compagno Paolo che
avevafatto una buona costruzione:

Paolo: non va bene, non li ottieni tutti!

Pietro: S, guarda, posso farlo grande come
voglio!

Paolo: S, manon e mai a punta! Ha semprela
stessa formal

Pietro: ... ??

Paolo: E poi, toh! Cerca di ottenereil qua-
drato! 1o posso ottenerlo il quadrato, guarda!

CABRI informa

Sul mercato americano é uscito Cabri 11, inlin-
guainglese, solo per elaboratori Macintosh.
Alcuni membri del comitato scientifico e della
redazione del nostro bollettino (dopo aver fatto
non pocafaticaad acquistarlo!) lo stanno stu-
diando. Speriamo, nel prossimo numero di
CABRIRRSAE, di potervi informare sulle
potenzialitadi questa nuovaversione di Cabri.

Posta

Il numero di settembre dellarivistaBY TE reca
il primo annuncio della prossima commercializ-
zazione del primo cal colatore scientifico che
incorporaunaversioneridottadi CABRI 1. Si
trattadel T1-92, un calcolatore poco pit grande
di unavideocassetta, che la Texas Instruments
contadi distribuire sul mercato nordamericano
entro lafine di quest'anno. Il T1-92 dispone di
un piccolo schermo di 240 per 128 pixel acri-
stalli liquidi (non retroilluminato) ed & alimen-

tato con quattro pile a stilo che garantiscono una

lunga autonomia.

Uno dei membri dellaredazione ha potuto pro-
vare un prototipo del TI-92. || calcolatore non
dispone di un mouse: il puntatore pud essere
spostato mediante un pulsante direzionale che
consente 8 opzioni (le 4 corrispondenti agli assi
cartesiani e le 4 corrispondenti alle bisettrici dei
quadranti). Seguiremo per voi I'evoluzione di
questo prodotto.

E previstalapossibilitadi collegareil TI-92a
un PC o aun Mac, in modo da poter trasferire
file e stampare immagini. E previsto ancheil
collegamento tradue T1-92. Al momento non si
hanno informazioni sulladisponibilitadel cal-
colatore sul mercato italiano.
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Questo numero

In Cabri discusso viene fatto il resoconto di un
aggiornamento di introduzione al Cabri-géo-
meétre promosso dall'lRRSAE Marche, per
docenti delle scuole medie superiori; segue un
divertente articolo che mette in crisi, in maniera
scherzosa, I'abilitadi Cabri nella costruzione
delle Macro.

Nella sezione Come fare troviamo due tipi di
articoli: quelli pit adatti ad offrire spunti alle
scuole superiori e quelli indirizzati a mondo
dellemedie. Frai primi troviamo scritti sull'in-
versione circolare, sull'uso di Cabri nel biennio,
sullacirconferenzadi Apollonio. Frai secondi
invece sono presenti: un articolo sull'introdu-
zionedi Cabri in una classe primamedia, un
esempio sull'uso di Cabri combinato conil
foglio elettronico, un metodo per disegnare
un'ellisse.

Fanno ancora parte di questa sezione, particolar-
mente riccain questo numero, un articolo di
caratterefisico, su di un problemadi cinematica,
ed una soluzione sintetica del primo quesito
dato alamaturitascientifica 1994/1995. Molti
lettori ricorderanno che tale quesito aveva susci-
tato al cune polemiche perché quasi nessun
ragazzo |o ha affrontato.
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Latraduzione Da Cabriole parladi quadrilateri e
dei loro gradi di libert3 ed étratto dal numero 3
del bollettino francese.

In Cabri informa viene data sinteticamente |a noti-
ziardativaal'uscitadi Cabri |l sul mercato ame-
ricano.

Leimmagini

Ledueimmagini di questo numero sono tratte dal
volume Matematica& Mathematicadi P. Anto-
gnini e G. C. Barozzi, recentemente pubblicato da
Zanichelli. Esse dimostrano unatecnica per la
visualizzazione delle funzioni di due variabili
simileaquella«alivelli di colore» utilizzata per le
carte nautiche. | punti mostrati in chiaro corri-
spondono avalori maggiori dellafunzione, quelli
mostrati in scuro corrispondono avalori minori.
Nel gergo del sistema Mathematica, con cui tali
grafici sono stati prodotti, si parladi density

graphics.

Inviateci i vostri articoli

CABRIRRSAE pubblica contributi relativi al'uti-
lizzo del pacchetto Cabri-géometre, con partico-
lare attenzione allavalenza didatticae
al'inserimento nel curricol o scolastico.

Ogni articolo (non oltre 4 cartell€) deve pervenire,
su supporto magnetico, ad uno degli indirizzi indi-
cati in copertina, con il testo scritto in formato
Word elefigure collocatein un file apartein for-
mato Cabri. I| materiale inviato non sararestituito.

Siamo uguamente interessati aricevere materiali
piu articolati sull'utilizzo di Cabri; tali materiali
possono essere diffusi mediante la collana " Qua-
derni di CABRIRRSAE"

Cogliamo I'occasione per informare i nostri lettori
che, grazie all'interesse dimostrato per questa
nostrapiccolarivista, si € presala decisionedi
farne unatiraturadi 2500 copie acominciare dal
n.4; ladistribuzione non & piu legata ala sola Emi-
lia Romagna, ma e diffusaalivello nazionale.
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Giulio Cesare Barozzi (Universitadi Bologna)
Paolo Boieri (Politecnico di Torino)

Colette Laborde (IMAG Grenoble)

Gianni Zanarini (Universitadi Bologna)
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